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TEMA 4.-VECTORESEN EL PLANO

1.- DEFINICION

Un vector fijo AB del plano es un segmento orientado que tiene su origen en un punto Ay
Su extremo en otro punto B.

B
Estos vectores quedan determinados por:

v' Mbdulo = Longitud. Se representa por ‘HB‘

v Direccién = la delarecta que pasa por 1os dos puntos A
v" Sentido = € dado por € recorrido de A hacia B o de B
hacia A

Dos vectores fijos son equipolentes s tienen € mismo moédulo, la misma direccion y € mismo
sentido.

/ / Cada conjunto formado por todos I(is vectores
/ . T jﬁ% JF equipolentes entre si se llama un vector libre,u
!
.ff i 1 c o ;“{_ Cada vector J‘ijo de este conjunto es un representante del
' /T vector libre u.
o ! = 8
) £
Asi, en e paralelogramo ABCD los vectores AB y CD son :
equipolentes y representantes de u. , f
De la misma manera, los vectores AC y BD son equipolentes /
y representantes de V. A i i

Al conjunto formado por todos |os vectores del plano le llamaremos V?

e .
_::;‘_,-‘r S vk 'l.I \.\
r \ |
B o j{,x' o AR II‘-., .l'i,ll'- iy
== == R
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2.- OPERACIONES CON VECTORES

Producto de un Numero por un Vector ' "

Al multiplicar un vector libre G por un nimero real k se obtiene ”}_.-'“ i 7
otro vector libre de la misma direccion que G, modulo multiplicado v
por k, y mismo sentido s k es positivo y opuesto si k es negativo S / 2u

S k= 0, se obtiene el vector nulo 0 que no es realmente un vector sino
un punto puesto que su extremo y origen coinciden y su mddulo es 0 4 Foal

Sumay Resta de Vectores

Para sumar graficamente dos vectores libres existen dos opciones:

» Tradadamos € segundo, haciendo 57
coincidir su origen con e extremo del o , R =
primero. El vector suma, serd e vector ! o
que une el origen del primero con e B et
extremo del segundo T R - !

» Otra forma es la conocida regla de
paralelogramo. Se unen los vectores por su 6 -
origen, trazando desde los extremos de cada *’ ~
vector paralelas alos vectores. El vector suma : == B
serd el vector que une e origen comun de los
vectores con €l punto de corte de las paralelas "

Ejercicios
1- Dados los vectoreslibres d y b delafigura, calcular los vectores:
a)a+b b)b-a
c)3a d) 3a+2b
e)2a-3b

\_i\*
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2.- Dados los vectoreslibres U, V y Wdelafigura, calcular los vectores:
14 a)20 + 3V
— b)d+W—V
\ d)-2v-0+3w
. e)W—U—2v
87
3.- Observa el rombo delafiguray calcula
f,:’f} S - a) TB + EE:
: \‘x b) OB + OC
| i R\I C) iI’:l + Eﬂ)
AL '—'—ﬁ-]'_"—,.-"fl" e
NEEE. LE/ .. d)AB+ €D
N | V] c) AR+ AD
N/ | 5 3
Dl f) DB— CA

3- BASE DE V?

En los gercicios anteriores hemos visto que al combinar operaciones entre vectores
(multiplicarlos por numeros, sumarlos,...) se obtiene otro vector.

Diremos pues que un vector W es combinacion lineal de los vectores G y V S existen
nimeros a y b de manera que w=a-l+b-vV (es decir, si se obtiene “combinando” mediante
operaciones dichos vectores).

Por supuesto esta definicidn es extensible a més de dos vectores, de modo que si tenemos un
conjunto de vectores cuaquiera {U, 0, ,U; ,...,0, }, una combinacién lineal de ellos serd cualquier

vector que se obtenga a hacer a, -0, +a,-U, + 8, -U, +...+a, - U,

Matemadticas I: Vectores
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Ejercicios
1-  Expresa los vectores X, y y Z b } Lo
s T =1 . F=
como combinacionlineal de U y v Lo ; I
i Y | il e
I I B I |_."ll"__" I
_ - ;.x‘_\.. ';.-'" . L= el
| | --___,..-"'-.-;-' gi
e : T A
T |
2.- En la siguiente figura, expresar como combinacion
lineal de U y V losvectores:
A i TES
;. h"-
i
s N 5T
y Wb . S .
/ \ a)BA b) AC c¢)DB
('r '\._‘
% _ i
8 7l (o

Un conjunto de vectores {Ji u,,Us,..., u_,;} se dice que son linealmente dependientes si alguno
de ellos se puede poner como combinacion lineal de los demés.

En caso contrario, se dice que son linealmente independientes.

En particular, tres vectores del plano son dependientes si uno de ellos se puede poner como
combinacion lineal de los otros dos. Asi, en € Ejercicio 1 anterior, los vectores G, V. y X son
linealmente dependientes puesto que este Ultimo se puede obtener como combinacion linea de los
dos primeros.

De hecho, tres vectores del plano siempre son linealmente dependientes.

Dos vectores del plano seran lineadmente dependientes s uno de ellos se obtiene
multiplicando el otro por un nimero. Esto significa que dos vectores del plano seran dependientes
s son paralelos (tienen la misma direccidon), mientras que s no lo son seran linealmente
independientes.

Dos vectores del plano linealmente independientes (es decir, no paralelos) forman una base
de V2, pues con ellos se pueden obtener mediante combinaciones lineales todos |os demés vectores
del plano.

Matemadticas I: Vectores
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Asi, todas |as parejas de vectores siguientes son una base de V*:

a) b) c)

il

d) e

Asi, cualquier vector W del plano se puede poner como combinacion linea de los vectores de una
base, por g emplo las bases a) y d):

a)
En este ggemplo, en laprimera base €l vector W es: W=20+V
Mientras que en la segunda base, e mismo vector W seria: Wz%ﬁ—gv

En generd, s {U ,\7} son una base de V?, cualquier otro vector W se puede expresar de laforma:
W= au +bv

A (a,b) selesllama coordenadas del vector en esa base.
Asi, € vector w es € (2,1) en labase a), mientras que en la base b) es €l vector (g—gj

De todas las infinitas bases del plano, trabajaremos con una muy especia y con la que graficamente
es mas sencillo calcular |as coordenadas de cualquier vector.

Esta base corresponde alaf) y se llama base canonica {T, T} , CUyOS vectores cumplen:

5
Matemadticas I: Vectores



Departamento de Matemdticas { i .

Colegio Inmaculada Nifia de Granada e
a) Son perpendicul ares entre si (ortogonal es)
i I b) Miden o mismo
= C) Son unitarios (miden uno)

[

Las coordenadas de |os vectores de la base candnicason i (1,0) y j(0,1)

De manera que a partir de ahora siempre nos referiremos a un vector con sus coordenadas respecto a
la base candnica. Asi, por g emplo, € vector (2,1) ser&:

Con esto conseguimos, por un lado, que € vector (2,1) sea el mismo paratodo el mundo, y por otro,
podemos trabajar con vectores con nimeros, en lugar de graficamente como veniamos haciendo
hasta ahora.

4.- OPERACIONES EN COORDENADAS

Producto de un NUmero por un Vector

Dado un vector U (ul,uz) (en coordenadas respecto de la base candnica, por supuesto) y un nimero
rea k, el vector k-U es:

k-=(k-u,,k-u,)
Asi, por eiemplo: 3-(-2,4)=(-6.8)

Sumay Resta de Vectores

Dados los vectores G(u,,u,) ¥ V(V;,V, ), el vector suma (o diferencia) sera:
0+V = (U, +V,,U, +V,)

Asi, por eiemplo: 0(2,-1)+v(4,3)=(6,2)
(

Matemadticas I: Vectores
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Ejemplos:

1.-  Dadoslos vectores u(-3,5),v(7,4), calcular las coordenadas de:
a)2u  b)-v c)2u+v d)u-v  e)5u—3v

Solucion:

a) 20=2-(-35)=(-6,10) b) —V=(-7,-4) c) G-V=(-35)-(7,4)=(-10,2)
d) 50-3V=5-(-3,5)-3:(7,4)=(-15,25)-(21,12) = (-36,13)

2-  Dadoslosvectores &(3,-2),b(-1,2) y €(0,-5), calcular my n para que se cumpla
¢ =ma+nb
Solucion:

(0,-5)=m(3,-2)+n(-1,2) = (3m—n,—2m+2n)

3m-n=0
Igualando las coordenadas:
-2m+2n=-5
. . L 5 15
Y resolviendo € sistemaesfacil ver que m= 7 n= 7
3-  Comprobar quelos vectores G(1,1) y V(1,2) son basey calcular las coordenadas del vector

W(1,3) en dicha base
Solucion:

Como los vectores G(1,1) yV(12) no son paralelos pues sus coordenadas no son

proporcionales % #* % , forman una base de V2.

El vector W se podra pues expresar como combinacion lineal de ellos:

w=at+bv , y por tanto:
l=a+b

(1,3)=a(1,1)+b(1,2) = (1,3)=(a+b,a+2b) = {3=a+2b

Y resolviendo € sistemaa=-1, b= 2

Luego el vector W(1,3) en esabaseesel vector (-1,2)

Matemadticas I: Vectores
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Ejercicios:

1-  Dadoslosvectores G(1,-2),V(3,1),W(2,0)

a) Calcular 20—\7+%\7v
b) Expresar €l vector W como combinacion lineal de G yv
2.- Dados los vectores de lafigura:

a) Escribirlos en coordenadas en la base candnica

b) Razonar s los vectores X,y forman unabase

C) Calcular las coordenadas de U en dichabase

3.- Hallar, para cada uno de los casos, las coordenadas de |os vectores representados respecto de
su base B={0,v}
A In-\ =
I | I N ! Pl
\ .}. [ { 1 1 l"\ X L X -
\ x K i ||
s \

4.-  Halael vector b tal que (“::33—%6 sendo &(-1,3),6(7,-2)

5.- ¢Cudles de los siguientes pares de vectores forman base? Razona la respuesta

a)u(3,-1).v(13) b)U(2,6),\7(§,2j ¢)0(-2,4) 9(1-2)

Matemadticas I: Vectores
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.- MODULO Y PRODUCTO ESCALAR

M 6dulo de un Vector

Y a sabemos que el médulo de un vector indica su longitud. Para calcular el médulo de
un vector conociendo sus coordenadas, basta tener en cuenta qué significan gréaficamente dichas
coordenadas en |a base canonica:

Y claramente por Pitégoras:
G (g, )|
I

|| = +Juf +u3
i

SE [N I, (Tomamos la raiz positiva porque estamos midiendo
Fi Uy una distancia)

Asi por giemplo, @ modulo del vector G(—4,3) serd  [t]=+/(-4)° +3* =+J25=5
Ejercicio:

Dado el vector i(8,-6)

a) Calcular su médulo
b) Calcular un vector paralelo aé y unitario
C) Calcular un vector paralelo aé y de modulo 2

Producto Escalar de Vectores

Se define & producto escalar de dos vectores de V> como € producto de sus médulos por €
coseno del angulo que forman:

-V =|0]-|¥]-cos( V)

Es importante destacar que € producto escalar de dos vectores da como resultado un nimero
(positivo 0 negativo seguin e angulo que formen sea agudo u obtuso), y no un vector.

Geométricamente, el valor absoluto del producto escalar de dos vectores es el modulo de uno de
ellos por la proyeccién del otro sobre é

cosa :% = OA =|d|-cosa

G-V =|d|-V|-cosa = G-V=|V|-OA

Yo

- B Matemadticas I: Vectores
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De donde también se deduce que

"

proyv(0)=%

Propiedades del Producto Escalar

a)u-v=v-u
b)ﬁ-(Q+Vv):ﬁ V+U-W
o)k (a.v):(k a) v
d)u-u>0

e)i LV < iG-v=0 (muyimportante)
o o s u, u
f)a//v < a-v==[i|- | & L=

u_u
Vl VZ

_ 3
V3
- = -2
g)u-u:‘u‘
h) Expresion analitica del producto escalar:
U-v=u-V,+U,-V,+U, -\,

Esta ultima propiedad nos da una forma practica de calcular € producto escalar, puesto que
para usar la definicion necesitamos conocer e angulo que forman los vectores, dato que
habitual mente no tendremos.

Asi por gjemplo, el producto escalar de los vectores G(3,-2) y V(4,1) ser&
0-V=3-4+(-2)-1=10

La definicion la usaremos pues para calcular € angulo que forman dos vectores, ya que
despegjando:

]
<

cos(U,\?) =

]
<

Asi, €l angulo que forman los vectores anteriores ser&
0]=v13 , V=17 = cos(ﬁ):L:O'm = (0v)=477%

V13-417

Ejemplo:

Dados los vectores tG(3,-4),V(1,-1), cacular:
a) Su producto escalar
b) El angulo que forman

10
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c)
d)

Un vector pardeloa U y unitario
Calcular m paraque e vector W(m,1) seaortogonal a v

Solucion:

a)
b)

d)

El producto escalar ser& G-V =(3-4)-(1L-1)=3+4=7
Para calcular €l angulo que forman usamos laformula:

o~

IS, —~ ==\ u.v 7
U-VZ‘UHV‘-COSU,V = COos|u,Vv|= —_—

= u,v=8'11°

Para calcular Un vector paralelo a U y unitario basta con dividirlo por su modulo:

— (3 4)
u=|—,——
5 5

Paraque €l vector W seaortogonal a v, su producto escalar hade ser 0, por lo que:
V-w=0 = (1-1)-(m1)=0 = m-1=0 = m=1

Ejercicios:

1-

Calcular € angulo que forman los vectores:

a)i(3,2) v(1,-5)  b)x(46),y(3-2) c)a(16) ,6(-%,-3}

Calcula x para que €l producto escalar de G(3,-2) y V(x,~5) sea 7. ¢Qué dngulo forman

dichos vectores?

Dado el vector ti(-3,k), caculak deformaque:
a) U seaortogonal a vV(4,-6)
b) El médulode U sea5

Dado e vector ti(-4,3), cacula

a) Un vector paralelo aél y de médulo 3
b) Un vector ortogonal aé y unitario

C) El angulo que formacon el vector V(4,3)
Dados |os vectores G(4,-3) y V(-6,8), calcular ‘2|U-\7 —3|U|-|\7”

Calcular x paraque los vectores G(7,1) y V(1,x) formen un éngulo de 45°

11
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EJERCICIOS

1- Dado €l hexagono de lafigura:

I | - .
FE I * |
' i
|

a) Sustituye los puntos suspensivos por un numero de forma gue las siguientes ©
igualdades sean ciertas:

i)CD=...CP  ii)MN=...AC iii)OP=...0S iv)NB=...BC
b) Completa con letras.
i)AF+B..=AE  ii)AS+.C=SF iii)0..+0=FD iv)AM+A.=AB

2.- Dados |os vectores G(3,-5) ,V(-2,1), cacula
)—0

1 3 1 2
a)-20+—=v b ——=V c)—(UG+V)—=(G-V
) > c )5 (0+V) -3 (U-9)
3-  Razonar si los vectores G(1,4),V(1,3) forman base y calcular las coordenadas del vector

W(-1,-1) en dichabase

4.-  Dadoe vector Gi=8i —6], calcular:
a) Un vector pardeloa U y unitario
b) Un vector ortogonal a U y unitario
C) El &ngulo que forma U con cada vector de la base candnica

5.- Dados |os vectores G(2,-2) ,V(a,3):

a) Calcular a para que sean paralelos
b) Calcular a para que sean ortogonales
C) Calcular a para que formen un angulo de 135°
6.-  Escribe vectores ortogonales al vector t(—3,1) tales que:

a) Su primeracomponente sea 2
b) Su segunda componente sea 4
C) Seaunitario.

12
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7.- Dados los vectores G(-3,-4) ,V(1,-2):

a) Representarl os graficamente

b) Calcular e angulo que forman

C) Calcular laproyecciéon de U sobre v
d) Calcular laproyecciéon de V sobre G

8-  Buscaun vector ortogonal a G (1,-2) y de médulo+/20

9.-  Sabiendoque [i|=1,V|]=2, U-V:g , calcular (20-3v)-(30+V)

10.-  Dados los vectores Gi(2,3) ,V(-3,0),y siendo a=20-V ,b=-30+kv, cacular el valor de
a+

Y
5) sea ortogonal al vector (3—5)

—

k paraque €l vector

11.- Dados los vectores G(5,—-b),V(a,2), calcula a'y b sabiendo que son ortogonales y que

V|=+/13

12.- Sabiendoque [d]=2 , ‘5‘:3 , cos(?;,\B):—%,calcular:

a)(a+b)-(a-b)  b)(a+b) ¢)(a-b) d)[a-b|

13- S B={X,y} esunabaseortonormal, calcular [X+y| y |X-Y]|

14- Sesadbeque c=a+2b y d=5a-4b son ortogonalesy que a y b son unitarios. ¢Qué
anguloforman ay b ?

15.-  Dadoslosvectores &(3,~1) ,b(-4,3) y €(1,-3), cacular:
o\ 1. -\ & - e
a)\(z-a)-b\ b)g(a-b)-c c)|a-c|-\b\

d)|(3a-2c)-b| e)(a+c)-(a-c)

13
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Soluciones:

1- a2t -1 b) C,C,P,M
2 2

2.- a)(—?,z—lj b)(—g,zj c)(—ﬂ,z

2

3- (23

4- a)(iﬂ,$§) b)(ig,igj C)36' 87 y 126' 87°

5.- aa=-3 b)ya=3 c)a=0
6.- ) (26): b) (4/34): ¢) (U+10,3/410)
7- 06343 )5 d) 1

8- (42 6(-4-2)

0 4
2
10- k=-2 gk=-8
3 3
11.- a=43 , b=i1—25

12- a-5 b)10 )16 d)4

13- 2
14-  120°

15- &30 b)(-39 c)30 d)19 ¢O0

14

)
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TEMA 5.- GEOMETRIA ANALITICA PLANA

PROBLEMASMETRICOS

1.- SISTEMA DE REFERENCIA

Un sistemade referencia en e plano es el conjunto formado por
un punto cualquiera P (Ilamado origen del sistema de referencia) y una
base cualquiera de V*:

p a

Tomaremos como origen € punto O(0,0) y como base |a base canénica {l (1,0) ,T(O,l)} , que
forman un sistema de referencia ortonormal :

¥ El sistema de referencia candnico es pues €
conjunto SRC.={0,i ,]}

A las rectas que pasan por O en las direcciones de

los vectores de la base se les [laman gjes de coordenadas:

i Eje de abscisas OX
o . Eje de ordenadas OY

De esta manera cada punto A del plano tiene asociado un vector fijo, OA, llamado vector de
posicion.

Se I[laman coordenadas del punto A respecto del S.R.C. a las coordenadas de su vector de
posicion, OA, respecto de la base canénica:

Y ;
Afx.y)
1 4

1 4 SOA [z, y)

j -

o] &

? ¥ X

1
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Asi, e punto A(2,1) sera e que tiene como vector asociado el v ¢
vector OA(2,1)

Es muy importante a partir de ahora distinguir en todo
momento s estamos trabajando con vectores 0 con puntos, pues se 7,

escriben de lamismaforma: G(2,1) o P(2,1) gy B o

2.- VECTOR QUE UNE DOSPUNTOS

Vamos a ver ahora como calcular las coordenadas del vector fijo que une dos puntos del
plano A(X..Y;) Y B(X,,Y,). Para elo trabajamos con los vectores de posicién de cada punto, pues

con vectores podemos hacer operaciones (con puntos no):
Como vemos en € dibujo, e vector

OB es suma de los otros dos, es

: decir:

Y AB Blxy.yy)

I OB—OA+AE = AB-OB-OA

OA el Y como las coordenadas de los
vectores de posicion son las mismas

J gue lasdelos puntos Ay B:

°| @ o | | le IE=(x2,y2)—(x1,yl)=(x2—x1,y2—yl)

Luego € vector que une dos puntos se calcula restando las coordenadas del extremo menos |as del
origen:

AB:(Xz_Xpyz_yl)

Asi por gemplo, € vector que une los puntos A(3,-2) y B(1,3) sera el vector
AB=0B-0A=(1,3)-(3,-2)=(-2,5)

Ejercicios:
1.-  Dadoslos puntos M(7,-5) y N(-2,-11), calcular los vectores MN 'y NM

2.- Calcular € perimetro del triangulo cuyos vértices son |os puntos A(1,3), B(4,-1), C(9,-3)

Matematicas |: Geometria Analitica Plana
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3-  SiA@45)y AB(1,-1), cacular e punto B

4.- Dados los puntos A(1,3), B(4,5), C(6,-2)
a) Representar graficamente los puntosy los vectores G = AB y V = BC
b) Representar U+V y obtener sus coordenadas
C) Calcular € angulo que forman losvectores G y v

5.- Hallael vértice D del paralelogramo ABCD sabiendo que A(1,2), B(5,-1) y C(6,3)
6.- Determinasi 1os puntos A(0,3), B(2,2) y C(4,1) estan alineados

3.- PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

Dado un segmento de extremos A(X,,Y,) Y B(X,,Y, ), queremos calcular |as coordenadas del
punto medio M (X,,,Y,,) de dicho segmento:

Y —_— ‘]1"""":""';’J"rrﬂwI s EI"X?J.’E}
AI’Y;J"?‘J AM o R
e B il
04 OB
s
j .
&l 3 .

Como M es el punto medio de Ay B: m:%ﬁ

Ademés, como seobservaen e dibujo:  OM = OA+ AM = O—A+%E

Y por tanto:

oM 1 — 1.1 1.1 + +
OM Z()(l’yl)+§(xz_)(1’Y2_y1) = OM :(Xl-’_EX?_EXl’yl"_EyZ_Eylj:(Xl2X2,ylzyzj

Y como las coordenadas del vector OM  son |as mismas gue las del punto M:

M:(&+& m+n)
2 2

Matematicas |: Geometria Analitica Plana
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N e
]

Asi, e punto medio del segmento determinado por los puntos P(4,-1) y Q(2,3) es € punto
M (4+ 2 -1+3

2 ' 2 ):(3’1)

Esto podemos usarlo también para calcular € punto simétrico de un punto respecto de otro.
Por gjemplo:

Si A’ es e punto simétrico de A respecto de

B, entonces B es el punto mediode Ay A’y A(27) B(8,-3) A'xy)
por tanto: R e L L Bl s s e o e i .
_2+X

8=—=x=14
2 = luego € punto simétrico es & punto A’(14,-7)

y+1
3=——= y=-7
5 y
Ejercicio:

Dados los puntos P(3,9) y Q(8,-1), calcula:
a) El punto mediodePy Q

b) El simétrico de P respecto de Q

C) El simétrico de Q respecto de P

4.- ECUACIONESDE LA RECTA

Una recta viene determinada por un punto P( OB pz) por e que pase y un vector que indique

su direccion llamado vector director G(u,,u,).

£ Como € punto X esta en la recta, €
vector PX ser4 proporcional a vector
director G,y porlotanto PX =10 , | eR

Por otra parte, €l vector de posicion
de cualquier punto de larecta, OX es suma
delos vectores OP y PX :

OX =OP+PX =OP+1 U, lo que da como

O - - ' ' ' resultado la ecuacién vectorial de larecta:

OX =OP+ i

Que no es sino una forma de indicar qué punto tomaremos como punto base de larectay cud es su
vector director.
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Si ahora expresamos la ecuacion vectoria con coordenadas:

(X!y):(pl’p2)+| (ul’UZ) = (X'Y):(pl"'l Uy, p, +1 uz)

De donde obtenemos | as ecuaciones paramétricas de la recta:

y= p2+| u,

x=p1+lul}

Para cada valor de A obtendremos un punto de larecta.

Despejando A en las ecuaciones parameétricas:

| X2 P

u X — _

' = h_Y—P Llamada ecuacién continua de larecta
y-p R

| = 2

U,
Despejando en la ecuacion continua y— p,: Y- P, :ﬁ(x— p,)

ul

Si observamos el siguiente dibujo, vemos que € cociente Y representa la tangente trigonomeétrica
1

del angulo que forma larecta con la parte positiva del gje de abscisas:

P A dichatangente es alo que se le llama pendiente de la
recta, m, de modo que:

u
T m=tga =2
ul
]ﬂ i
/ IJ

De esta manera podemos escribir la ecuacion punto-pendiente de larecta:

y-p,=m(x-p,)

Despejando ahoray de la ecuacion anterior: y= m(x— p1)+ P, =MX—Mp, + P,,
y llamando n=-mp,+ p, Se obtiene la ecuacion general explicita de la recta (normamente
[lamada ecuacion expicita):

y=nX+n

Donde m es |la pendiente de larectay n la ordenada en € origen, que representa el punto donde la
recta corta a e de ordenadas, OY
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Si ahora volvemos a la ecuacion continua, multiplicamos en cruz y operamos, queda una ecuacion de
laforma:

Ax+By+C=0

Llamada ecuacién general implicita de la recta (aunque normalmente se le [lama ecuacion general)

Ejemplo 1:

Calcular todas las ecuaciones de la recta r que pasa por € punto P(-1,2) y tiene como vector
director e G(3,1)

Solucion:

L a ecuacion vectorial: OX =OP+l i /
PL1,2)

x=-1+3
Ecuaciones paramétricas.  r = /
o aa
:I /_/"'

1 i

- . X+1 -2 i
Ecuacién continuas r=——==-—— A
3 1
. . . 1 . u 1
Ecuacién punto-pendiente:  r=y-2 :§(x+ 1) (Lapendientees m=—2= 5)
ul
., . 1 1 1 1 1 7
Ecuacion explicitaa y-2==X+= = y==X+—4+2 => r=y==-X+—
3 3 3 3 3 3

Para la ecuacion general operamos en la continua'y pasamos todo a un miembro:

x%l:y%Z = X+1=3y-6 = r=x-3y+7=0

Obviamente no es necesario pasar por todas las ecuaciones de una recta para calcular una ecuacion
concreta, de la misma manera que es fundamental saber pasar de una ecuacion de la recta a otra
cuaquiera

Ejemplo 2:

Calcular la ecuacion punto-pendiente de la recta r que pasa por €l punto P(3,-2) y tiene como vector
director el t(-3,4)

Solucion:

Como la pendiente es m=2 _ —%, la ecuacion pedida sera: r= y+2:—§(x—3)
l"Il

6
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Ejemplo 3:

Calcular la ecuacion general delarecta r que pasa por € punto P(-1,4) y tiene como vector director
e u (2,—5)

Solucion:

Escribimos directamente la ecuacion continua y operamos:

%1:)/;54 = -5x-5=2y-8 = r=5x+2y-3=0
Ejemplo 4:

Calcular las ecuaciones paramétricasdelarecta r = y—3=2(x+4)
Solucion:

Como de la ecuacién punto-pendiente podemos sacar un punto P(-4,3) y la pendiente es 2:

> U X=-4+I
m===-—=2 = 1 (1,2), luego las ecuaciones paramétricas son: r=

1 u y=3+2l
Ejemplo 5:

Calcular la ecuacion continuadelarecta r =2x—y+3=0
Solucion:

Existen muchas formas de hacerlo (sacando un punto y la pendiente, pasandola a explicita,...).
Unaopcién esllamar A aunade lasincognitas y despejar la otra.

Por gemplo, si x = A, despgjando: y = 3+2), luego |as ecuaciones paramétricas seran:
X=1
De donde obtenemos un punto P(0,3) y un vector director U, (1,2), y por tanto la
y=3+2l

ecuacion continua sera r=
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Ejercicios:
1- Calcular todas las ecuaciones de la rectar que pasa por € punto A(5,-7) y tiene como vector

10.-

11.--

12.-

director el V(-2,3)

Obtener un punto, un vector director y la pendiente de las rectas:
3 2 X=-1+2l
a)r=y=——Xx+— b)s= C)t=x-2y+3=0
2 5 -2
y
Calcular las ecuaciones paramétricas de las rectas:

a)r=y=-3x+1 Db)s=2x-4y+3=0 c)ts%zzy

Calcular la ecuacion punto-pendiente de las rectas:

x=3l
a)rz{ b)s=y=2x-1 c¢)t=3x-6y+4=0
y=1-I

Calcular laecuacion explicitade las rectas:

a)r=(xy)=(0,1)+I (2,3) b)sEy—Zzé(x+3) c)t=3x-2y-4=0

Calcular todas las ecuaciones de | os gjes de coordenadas

Calcular laecuacion general de la recta que pasa por los puntos P(3,-2) y Q(-1,1)

Calcular € valor de k en cada caso para que | as siguientes rectas pasen por € punto P(5,-2):
x=3+Kkl

a)r=x+ky-7=0 b)s=
y=4+2

Calcular la ecuacion explicita de la recta que pasa por € punto A(-4,1) y es paralelaalarecta
r=2x-3y+5=0

Halla la ecuacion genera de larecta que pasa por € punto A(2,-3) y es paralela ala que pasa
por los puntos B(4,1) y C(-2,2)

a) Calcular la ecuacion genera de larecta que pasa por los puntos A(0,3) y B(3,-1).
b) Comprobar si € punto C(5,-3) esta 0 no en dicharecta
C) Calcular la ecuacion punto-pendiente de |la recta paralela a la anterior que pase por €

origen de coordenadas
Dado € triangulo de vértices los puntos A(-1,1), B(6,0) y C(2,6):

a) Calcular las ecuaciones explicitas de sus lados
b) Calcular la ecuacion general de lamediana correspondiente a vértice A
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S.- VECTOR NORMAL A UNA RECTA

Llamamos vector normal a la recta a todo vector que es perpendicular a ella, es decir,
perpendicular a su vector director.

“Dada una recta en ecuacion general,r = Ax+By+C =0, € vector i, (A, B)& un vector
normal de dicha recta”

Para demostrarlo vamos a pasar de la ecuacion general ala explicita:

A C
Ax+By+C=0 = y=——XxX—-—
Y y B B

Por tanto la pendiente de esarectaes m= —g , Y como la pendiente era m= Y , € vector director de
ul

esarectaserael vector U, (B,—A)
Comprobamos ahora que e vector fi. es perpendicular a dicho vector director, y para ello su
producto escalar debe ser O:
n, -G, =(A,B)-(B,—A)= A-B-B-A=0
Con lo que queda demostrado.

Ejemplo 1:
Calcular la ecuacion general de la recta cuyo vector normal es i(2,—3)y que pasa por P(1,2)

Solucion:
Como tenemos su vector normal, la ecuacion general de larecta sera
r=2x-3y+C=0
Calculamos C imponiendo que pase por P:
2:1-3.2+C=0 = C=4
Luego larecta pedidaes: r=2x-3y+4=0

Ejemplo 2:
Calcular la ecuacion general delarectaparalelaa r =3x+ y—1=0 y que pasa por P(2,-1)

Solucion:
Como tiene que ser paralela, su vector normal serael mismo que el der, i, =0, (3,1), luego
Su ecuacion general ser&
s=3x+y+C=0
ComopasaporP 3.-2-1+C=0 = C=-5
Luego larectapedidaes s=3x+y-5=0
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Ejemplo 3:
x=-1+2l
Calcular la ecuacion general delarecta perpendicular a r = y que pasa por P(3,-2)
y=5-1
Solucion:

Como la recta s tiene que ser perpendicular ar, € vector director de r sirve como vector
normal de s, es decir:

U =n,= (2,—1)
Luego podemos obtener la ecuacion general de s con su vector normal y € punto P:
s=2x-y+C=0 = 2:3-(-2)+C=0 = C=-8

Luego larecta que buscabamos es:
s=2x-y-8=0

Ejemplo 4:
Calcular la ecuacion explicita de la recta perpendicular a r = y = 2x+ 3 y que pasa por P(2,1)
Solucion:

El vector director der es G, (1,2), pues su pendiente mes 2.

Este vector sirve como vector normal des: 0, =, =(1,2), luego la ecuacién general de s
seré

s=X+2y+C=0 = 2+2+C=0 = C=-4 = s=x+2y-4=0
Por ultimo la pasamos aexplicita:

2y=—-X+4 = s= y:—£x+2

De lo explicado hasta ahora podemos sacar varias conclusiones:

| mportante:
» S dosrectas son paralelas, tienen los mismos vectores directores o normales, es decir:
X l_jr = L_js
Sr/ls =
A, =0,

> S dosrectas son paralelas, tienen lamismapendiente: S r//s = m =m,
» S dos rectas son perpendiculares, € vector director de una sirve como vector normal de la
otra, y viceversa, es decir:
g, =n,
Srls =
r_-il‘ = ljS
» S dosrectas son perpendiculares, sus pendientes son inverso-opuestas, es decir:

Srls = mz—i
m,

10
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Ejercicios:
1- Calcular laecuacion general delarectaperpendicularar =x= Yt 21 gue pase por P(0,2)

2- Dadalarectar=(xy)=(1,3)+| (-1,4), cacular:

a) La ecuacién general de unarecta paralela a ella que pase por € origen de coordenadas
b) La ecuacién continua de una recta perpendicular a ella que pase por A(-2,2)

3.- Dadalarecta r = y=-3x+ 2, calcular las ecuaciones punto pendiente de:
a) Unarecta paralela que pase por P(-1,4)
b) Unarecta perpendicular que pase por Q(0,1)

4.- Calcular la ecuacion general de la recta perpendicular al segmento de extremos A(2,-1) y
B(4,3) por su punto medio

5.- Dado € triangulo de vértices los puntos A(-1,-1), B(3,0) y C(2,2), calcular:

a) La ecuacion genera de la dturaque pasa por A
b) La ecuacién explicitade lamediatriz del lado AB

6. POSICIONESRELATIVASDE DOSRECTAS

Dos rectas en € plano pueden estar situadas de tres formas diferentes. secantes, paralelas o
coincidentes.

Lamanera mas sencilla de saberlo es con |as rectas en ecuacion general:

r=Ax+By+C=0 ; s=A'x+B'y+C'=0

Los vectores normales son fi (A,B) y fi,(A,B'). Si esos vectores no son iguales o paralelos

A B . . . - .
(Kigj las rectas seran secantes. Si 10 son, las rectas serén coincidentes o paraelas. Si fuesen
coincidentes, |as ecuaciones generales serian las mismas o proporcionales, y si no seran paralelas. Es
decir:

a 1 ™
SHX #

. s ¢

= p—a] ey =
A R A R A B
- = = = = — =
A R ' A B 4 B
Rectas secantes Recias paralelas Rectas coincidentes
11
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En caso de querer calcular € punto de corte bastaria con resolver e sistema formado por las

ecuaciones de ambas rectas.

Si las rectas estén en cualquier ecuacion en de la que sea fécil obtener € vector director y un punto
(paramétricas, continua, punto-pendiente), basta con ver s los vectores directores son paralelos
(coordenadas proporcionales) o no. Si no lo son, serdn secantes, mientras que si lo son, las rectas
serén paralelas o coincidentes. Para distinguirlo basta con tomar un punto de unade ellasy ver si esta

o no en laotra. Es decir:

u, u
—Lx—2 = Paraldas
r=P G i Ve
= incid
s=Q, .V, u_u P es = coincidentes
Vi Y, P¢s = paraléas

En e caso particular de que las rectas estén en forma explicita, seran paralelas o coincidentes si sus
pendientes son iguales, y s no seran secantes. Si ademas de tener la misma pendiente coincide la
ordenada en € origen, seran coincidentes, y si no serén paralelas. Es decir:

m=m = secantes

r=y=mx+n
=im=m y nzn = paraldas

s=y=mx+n'

m=m" y n=n" = coincidentes

V eamos algunos g emplos:
Ejemplo:

Estudiar la posicion relativa de las rectas
a)r=6x+10y+8=0 ; s=3x+5y-4=0

_ x=-1+2l
b)I’E—X °_Y SE{

-1 3 y=6-3|
x=2l
c)r= ; s=y-5=-3(x-2)
y=11-6l
d)r=y=-3x+4 ; s=3x+y+2=0

Solucion:

a) Comogzg;«ti
3 5 4

las rectas son paralelas

3

b)  Los vectores directores son G, (—1,3) , U (2,—3). Como no son paralelos (—%7&—3) las

rectas son secantes. Vamos a calcular €l punto de corte.
Para ello pasamos r a paramétricas e igualamos:

12
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Xx=5-m x=-1+2 5-m=-1+2 2l +m=6
r= , S= = =
y=3m y=6-3 3m=6-3l [ +m=2
Restando: | =4 , m=-2

Y sustituyendo A enso p enr, obtenemos e punto de corte P(7,-6)

C) Los vectores directores son 0, (2,-6) , U (1,-3) . Como % = _—2 los vectores directores son

paraelos, y por tanto las rectas seran paralelas o coincidentes.

Cogemos un punto por ggemplo der, P(0,11), y vemos s estaen s:

11-5=-3(0-2) = 6=6

Luego P estdtambién en sy por tanto |as rectas son coincidentes
d) Pasamos por g emplo s aexplicita:

r=y=-3x+4 ; s=y=-3x-2

Como m, =m, =-3 seran paralelas o coincidentes

Como n. =4#n,=-2 lasrectas son paralelas

Ejercicio:

Estudiar la posicion de las siguientes pares de rectas:

x=7+5l X=2+m
a)r=2x+y-6=0 ; s=x-y=0 b)r= ; S=
y=-2-3l y=1-2m
X=2+5l
c)r=3x-5y=0 ; s= d)r=y=2x+4 ; s=y=x+2
y=1+3l

1.- ANGUL O ENTRE RECTAS

Se llama angulo entre dos rectas al menor de los angulos que forman éstas.

Ese angulo coincide con e que forman sus vectores directores

< 0 sus vectores normal es.
~ cos(r/\s)—cos(ﬁ)— 0, -0
O jal
0]
cos(r/\s)—cos(ﬁ/ﬁ)— |ﬁr .ﬁs|
- S ’ - rlls )T o —
v s |-

El valor absoluto se pone para que salga e coseno positivo y por tanto € angulo agudo.

13
Matematicas |: Geometria Analitica Plana



Departamento de Matematicas
Colegio Inmaculada Nifia de Granada

Ejercicio:

Calcular el angulo que forman las rectas:

y=1+I 2 -3
b)r=5x-y+4=0 ; s=y=7
C)r=y=5x-1 ; s=y=-4x+3

x=3-2 _
a)rz{ ;'S x1_ vy

8.- DISTANCIAS

Distancia entre dos Puntos

Ya vimos que para cacular la distancia entre dos puntos A(Xx,,y,)yB(X,.Y,)basta
con obtener el moédulo del vector que los une:

d(A'B):‘E‘ :+\/(X2 _X1)2 +(Y, - y1)2

Distancia de un Punto a una Recta

Existen dos métodos para calcular la distanciade un punto P aunarectar:

v' Gréficamente:

¢ P

v" Analiticamente:

a) Calcular larectas perpendicular ar que pasapor P

b) Calcular € punto de corteentrer y s, Q

c) Ladistanciade P ar serdel médulo del vector PQ

d(P,r)=d(P.Q)=[Pq

Si el punto es P(xo,yo) y larecta esta expresada en ecuacion general r = Ax+By+C =0, la
distancia se calcula mediante laférmula:

d(Pr)- | A%, + By, +C|

JA? 4+ B?

14
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Ejemplo:
Calcular ladistancia del punto P(3,1) alarectar=x-y=6
Solucion:

v Gréficamente:
Calculamos larecta s perpendicular ar que pasa por P. Como r esta en ecuacion general, su
vector normal es A, (1,-1)
Este vector sirve como vector director des. G, =T, .
Y con € vector director y e punto P podemos calcular larectas:
X=3+I
S=
y=1-1

Calculamos ahora € punto de corte de r y s Q=rns, sustituyendo por gemplo las
ecuaciones paramétricas de s en la ecuacion genera der

r=x-y=6
{x—3+l = 3+l -1+l =6 =1 =2 = Q(5,-)

Por dltimo calculamos e vector PQ(2,~2)

Luego d(P,r)z‘PTQ‘:‘(Z,—Z)‘ =J/8=22u

v Analiticamente:
Laecuacion general deresr=x-y-6=0
Y aplicando laformula
By,+C| [3-1-6
d(P,r):|AX°+ Yo * |:| |_i
JA? 1+ B2 2 2

:2\/§u

Nota: Obviamente e método analitico es mucho mas répido, pero € método gréfico nos da,
ademas de la distancia, € punto Q, llamado proyeccion de P sobre r, que nos puede servir
para futuros gjercicios.

Ejercicio:
Xx=1+I

Calcular andliticay graficamente ladistanciadel punto A(3,1) alarectar = {
y=-2|

15
Matematicas |: Geometria Analitica Plana



Departamento de Mateméticas i '; H g
Colegio Inmaculada Nifia de Granada T

Distancia entre dos Rectas

Por supuesto lo primero es comprobar que las dos rectas son paralelas, porque si no la
distancia entre ellas seria 0.

Para calcular la distancia entre r y s basta coger un punto P
cualquiera de una de €ellas y calcular la distancia a la otra
como en el apartado anterior

d(r,s)=d(PR,s)

Ejemplo:
x=4-3| X+3
Calcular ladistancia entre lasrectas r = y s=——=y+5
y=1+I -3
Solucion:

Primero comprobamos si son paralelas: G, (-3,1) , U (-3,1). Como son paralelos y e punto

P (4,1) no esta en s (comprobarlo) las rectas son paraelas.

Pasamos larecta s a ecuacion genera y usamos laférmulacon e punto der:
X+3

55—3:y+5 = S=x+3y+18=0

_[4+43+18 25 2510 510
2

d(r,s)=d(R,s)= o oo 10

Ejercicio:

x=3+3l 2
Dadaslasrectas r = , S=y-2=——Xx , t=x+6y-12=0
y=3-2l 3

Calcular lasdistanciasentrer ys, ryt, syt

16
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APENDICE: GEOMETRIA DEL TRIANGULO

Medianasy Baricentro

Las medianas de un triangulo son las rectas que pasan por un vértice y el punto medio del
lado opuesto.

El punto de corte de las medianas se llama baricentro (G)

8
i 4 II| E “\__

- ;{,f "5 E ¥ Para calcular € baricentro calculamos dos medianas
-\;i:.h% \ _’,_,-\?"r ca culando previamente | os puntos medios de dos lados.
¥ “]"L’ \ Luego calculamos € punto de corte entre las dos

_'_,_,x«-(” % medianas y obtendremos €l baricentro.
LT T i
A 'I!’ "'5&“

Mediatricesy Circuncentro

La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular que lo divide en dos partes iguales.
Obviamente, los puntos de la mediatriz de un segmento equidistan de sus extremos.

En un triangulo, las mediatrices son las rectas perpendiculares a cada lado en sus puntos

medios.

El punto de corte de las mediatrices se llama circuncentro(O)

Para calcular cada mediatriz usamos € vector director de cada
lado como vector normal de dicha mediatriz, y como punto
usamos & punto medio de ese lado.

Calculando € punto de corte de dos mediatrices tendremos €
circuncentro.

Como d circuncentro esta en las tres mediatrices, equidista de
: los tres vértices del tridngulo, y es por tanto e centro de la
‘\\ v circunferencia circunscritaa mismo, de ahi su nombre.

17
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Alturasy Ortocentro

Las alturas de un triangulo son las rectas perpendiculares a cada lado que pasan por €l
vértice opuesto.
El punto de corte de las alturas es e ortocentro(H)

Para calcular cada altura usamos € vector que une los
vértices de cada lado como vector normal, y como punto
el vértice opuesto.

Calculando € punto de corte de dos alturas tendremos el
ortocentro.

Curiosidades

» En cualquier tridngulo sus centros (baricentro,
circuncentro y ortocentro) estan alineados, es
decir, sobre la misma recta. Esa recta se llama
rectade Euler.

~~— \
Reviw de Euler -
C

» Enun triangulo equilatero, el baricentro, e circuncentro y el ortocentro coinciden

» En cuaquier triangulo e baricentro esta a doble de distancia de cada vértice que del punto
medio del lado opuesto:

Es decir:
AG =2GN

BG =2GP
CG=2GM

Es € conocido como teorema de las medianas
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Ejercicios

1.-

2.-

Calculael areade triangulo de veértices A(-3,-2), B(9,7) y C(2,8)

X-1 -1 _
Lasrectasr = x- y-3=0 , s= y—l ’ tE{X 1+

Ty y=1-2l forman un triangulo.

a) Cacular su perimetro

b) Calcular razonadamente la ecuacion de la mediana que pasa por € vértice A (punto de corte
deryt)

¢) Calcular razonadamente la ecuacion de larecta paralela ala anterior que pasa por B (punto de
cortederys)

3.- Caculad ortocentroy € circuncentro del triangulo de vértices A(2,0), B(0,1) y C(-3,-2)
4.- Calculae simétrico del punto A(6,3) respecto delarecta r = x+2y—-2=0
5.- Calculala ecuacion de la mediatriz del segmento que determina larecta r =2x+3y-6=0 a
cortar alos ges de coordenadas
x=-1+3l
6.- Dadaslasrectas r = , S=Xx+y=0
y=2+kl
a) Calcular k para que sean paralelas y calcular ladistancia entre ellas
b) Calcular k para que sean perpendiculares y calcular su punto de corte
7.- Cacula ¢ para que la distancia del punto A(3,2) alarecta r=x-3y+c=0 sea de J10
unidades.
8.- Halad puntodelarectar =3x-4y+8=0 que equidistade los puntos A(-6,0) y B(0,-6)
9.- Uno de los vértices de un paralelogramo es e punto A(5,3), y dos de sus lados estén sobre las
rectas r=2x+3y-6=0, s=x-5y-3=0
Calcular sus otros vertices
10.- Calcula c paraque ladistanciaentre lasrectas r =4x+3y-6=0 y s=4x+3y+c=0 seade
3 unidades
EJERCICIOS
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Dado e vector AB(1,-3)

a) Hallar las coordenadas de A sabiendo que las de B son (0,2)
b) Hallar las coordenadas de B sabiendo que las de A son (-2,3)
C) Si d vector E:S@,yCeﬁd punto (-1,4), hadlar D

d)  Cacular v sabiendo que V+2AB = BA

Calcular d smétrico del punto P(1,-2) respecto del punto H(3,0)

Halla las coordenadas de los puntos P y Q que dividen a segmento de extremos A(-5,3) y B(8,6)
en tres partesiguales

Encuentra la ecuacion vectorial, paramétrica y continua de la recta que pasa por los puntos
A=(3,2) y B=(1,-1).

¢Cud es la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por los puntos P=(2,1) y Q=(1,-2).
¢Paraqué valores del parametro se obtienen los puntosPy Qy e punto mediode Py Q?

Determina e vaor dek paraque los puntos A(2,-1), B(1,4) y C(k,9) estén aineados.

Deduce la ecuacién de larecta cuyos puntos de interseccion con los gjes son A=(6,0) y B=(0,-2).

Hallar la ecuacion genera de la recta que pasa por B(3,1) y es paralela a la que pasa por los
puntos A(2,0) y C(2,-1).

Hallar e valor de k paraque:

a) El punto (1,2) pertenezcaalarectar = x—3ky+3=0

b) El punto (k,1) pertenezcaalarectar = x+2y-4=0

C) Los puntos (1,2), (5,.6) y (7,k) estén aineados

d)  El vector director delarectar = 2x+ky—1=0 sea G(-5,3)

e) Larecta r = kx—3y+2=0 tengapendiente m:—g

f) Lasrectasr=y=9k+2 ,s=4x—ky+1=0 seanparaeas
X-2 y+1

)] Lasrectasr =2x+3ky+2=0 , s ” 5

sean perpendiculares
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10.-

11.-

12.-

13.-

14.-

15-

16.-

De entre los siguientes pares de rectas, indica cudes son paralelas, cudles son coincidentes y
cuales son secantes. Indicael angulo formado por |as rectas en cada caso

a)r=2x+3y=0; s=4x+6y+8=0 b) r=x-y=0 ; s=2x+y-1=0

C)r=3x+2y-5=0 ; s=2x-3y+4=0 d)r=x-2y+1=0 ;s=4x+2y=3

Xx=3t+4 X=6t+2
d)r=y=x-2 ; s=(30)+I (-3,2) e)r= =

y=t-1 y=2t+3

_ x=3-I
Dadaslasrectas r Ex_3:u , S , cdcular a para que sean:
a 2 y=2+7I

a) Paralelas b) Perpendiculares

Igual que € gercicio anterior paralasrectas
r=ax+(a-1)y+1=0 , s=2ax+ay-2=0

Calculalaecuacion delarecta perpendicular ar que pasapor € punto P en los casos.

_2-3
) r=i P=(3,1) byr=X"1_Y p=os)
y=1+I 2 3

C) r=y=2x-1,P=(12) d) r=2x-3y+2=0,P=(0,0)

Halar la ecuacion de la recta que pasa por € punto de interseccién de las rectas
r=2x+3y+1=0y s=x-y-2=0,yesperpendicular alarectat=(5,0)+I (-5,3)

Calcula e vaor de ay b para que las rectas ax-y+2=0 y bx+6y-9=0 sean perpendiculares y,
ademés, la segunda pase por € punto P=(1,1).

Cdculaladigtanciadd punto P(1,-1) a cada una de las rectas siguientes.
X+1 y-2

a)yr=x+3y+2=0 b)r=y=2x-1 c)r= > 3

X=1+I 3
d)r= e)r=4x+3y=2 flr=y=——x+3
y=2-4l 2
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17.- Cadculaladistanciaentrelasrectas r =3x+4y—-15=0y s=3x+4y=40
18.- Halalaecuacion delamediatriz del segmento de extremos A(3,4) y B(1,2)
19.- Calculalaslongitudes de las tres dturas del tridngulo determinado por los puntos A(1,1), B(1,3)
y C(3,2).
20.- End triangulo de vértices A(2,2), B(-2,0) y C(2,4), hallalas ecuaciones de las medianas.
21.- Hallalosveérticesy € areade triangulo cuyos lados estan sobre | as rectas de ecuaciones:
2
X=—=+I
r=x=1,s=x+y=2 ,t= 3)
y=-5I|
22.- Hallalas coordenadas del baricentro (punto de corte de las medianas), del triangulo de vértices:
A(0,2), B(-34) y C(0,3).
23.- Hallad ortocentro del triangulo que determinan los puntos A(1,0), B(-3,2) y C(-1,-2)
24.- Halla d circuncentro del tridngulo que determinan los puntos A(-2,-1), B(-1,2) y C(5,0).
Compruebaque estaen e lado AC
25.- Caculad baricentro, €l ortocentro y € circuncentro del triangulo de vértices A(-1,1), B(3,-1)
y C(4,6). Comprueba que estan alineados y calculala ecuacion general de larectade Euler.
26.- La mediatriz de un segmento AB es larecta r = y:—gx+%. Si un extremo es e punto
A(-2,-1), calcular las coordenadas del otro extremo B.
27.- Dadoslosvectores U(3,-2) y \7(4,-3) , calcular razonadamente:
a) Laecuacion genera de larecta cuyo vector director es € vector w= UG-V y que pasa por
el punto decortedelasrectas r= x- y+1=0y s= 3x+ 2y-12=0
b) Ladistanciade punto A(-1,4) alarecta calculadaen € apartado anterior
28.- Larectar=y+2=m(x+ 3) pasapor e punto deinterseccion delas rectas

s=2x+3y+5=0 t=bx-2y-16=0
Hallar razonadamente €l valor de m.
Calcular laecuacion de larectaperpendicular ar y con su mismaordenada en el origen
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29.-

30.-

31.-

32.-

33.--

35.-

36.-

37.-

Dados los puntos A(1,1), B(2,4) y C(4,6) de la siguiente figura, calcular razonadamente €l
punto D asi como € &readelafigura

B C

A D

Pepe y Juan se encuentran simétricamente colocados respecto a una acequia cuyo trazado
viene dado por larectade ecuacion r = x+ 3y-7=0

® Pepe Si Pepe estd en @ punto de coordenadas
P(3,-2), ¢en qué punto esta Juan?
¢Queé distancia los separa?
L 2
Juan Acequia

Hallar un punto delarectar = x+ y—2=0 queequidiste delos puntos A(1,3) y B(1,1)

Dadalarecta r=x—-y+2=0 , calcular |las rectas paralelas a ella'y a una distancia de J2
unidades

Halla los puntos de la recta r=x—y-1=0 que disten 1 unidad de la recta
s=3x-4y+2=0

Hallaladistancia del baricentro del tridngulo de vértices los puntos A(1,3), B(-3,5) y C(2,1) d
lado AB

Los puntos A(1,1) y B(3,3) son vértices consecutivos de un rectangulo ABCD. Sabiendo que
el vértice D, opuesto a B, estaenlarectar = x+3y+2=0, halar las coordenadas de C y D.

Calculalamediatriz del segmento de extremos A(-1,2) y B(3,0).

Calcula los puntos de dicha mediatriz que estdn a una distancia de J5 unidades de la recta
que pasapor Ay B.

Calcular mparaque lasrectas r =3x+y—-1=0 , s=2x+my—-8=0 formen un angulo de

45°,
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38.- Cdculalapendientedelarectar=y—-2= m(x—l) parague su distanciaa origen sea 1.

39.- Dadalarectar=2x-3y+5=0, hallar la ecuacion de la recta simétrica de r respecto a ge
de abscisas

40.- Dado € triangulo de vértices A(-4,-2), B(-
1,5) y C(5,1), calcular las ecuaciones de las
rectas r (BD) y s (BE) de la figura que
dividen a triangulo ABC en tres triangul os
deigual érea:

41.- Anay Juan parten, respectivamente y ala misma velocidad, de los puntos A(-5,2) y J(2,3). Se
encuentran, con gran alegria, en un punto de larecta r = y=2x+4. Halla las coordenadas
del punto de encuentro, ladistancia recorrida por cadauno de ellosy e areadel triangulo que
determinan |os tres puntos.

42.- De un triangulo isdsceles ABC conocemos los vértices del lado desigual A(-2,1) y B(4,0).
Sabiendo que € veértice C estd en la recta r =3x+3y—-22=0, calcular C y e éarea de

triangulo.
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Soluciones:
1- 9619 B(10 9 (53] 939 2- 62
2 11
3.- P(—§,4j ,Q(s 5) 4.- (X,¥)=(3,2)+(2,3); {x=3+2t; y=2+3t} ; (x-3)/2=(y-2)/3
5.- {x=2+t; y=1+3t}; t=0; t=-1,; t=-1/2 6.- k=0
7. x-3y-6=0 8-  x-3=0
o- a)% 6)2 ¢)-10 d)l—?? )—9 f)+§ g)+i

10.- @) Pardelas b) 71°57° ¢) 90° d) 59° e) 78°69° f) Paralelas

11.- & _2 b) 14 12- a2 b 1
7 3

13.- @) 3x-y-8=0 b) 2x+3y-15=0 c) x+2y-5=0 d) 3x+2y=0

14.- 5x-3y-8=0 15-a=2,b=3
16-900) 22 2003, 37 1 513
13 17 5 13

17.-5 18.- x+y-5=0
19.-4/+/5,4/\/5,2 20.- y=2; 3x-4y+6=0; 3x-2y+2=0
21.- Vértices (0,2), (1,1), (1-3). Area= 2 \# 22.- (-1,3)
2-(-1-2) e (200

2" 3 2" 2

25.-G(2,2),H(f,3j ,o(zﬁj . r=2x-y-2=0
3'3)"7\3"3

26.- (3,2) 27.-a) x+y-5=0 b) V2 u

28.- m:—% Y= 5x—1—53 29.- D(5,5) , Area= 6 U

30.- J(5,4) , distancia= 210 u 31.- (0,2)

32.- Dos soluciones. x-y=0, Xx-y-4=0 33.- Dos soluciones (1,0), (11,10)
25
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34.- u

¥5
5
36.- mediatriz=2x-y-1=0; puntos C(2,3) y D(0,-1)
38.- m= 3
4
40.-r =x+1=0 ; s =5x+3y-10=0

55 25

41.- Punto —ﬂ,ﬂ, , distancia —— u, aea — u
33 3 6

26

42.- c(—,sj, Area= —u
3 3

5 }: Flit
35.- D(4,-2), C(6,0)
37-m=-1om=4
2x+3y+5=0
7 40 ,
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TEMA 6.- LUGARES GEOMETRICOS:

LAS CONICAS

1.- L UGARES GEOMETRICOS

Para entender 1o que es un lugar geométrico, pensemos por e emplo en los puntos del plano
cuya abscisa esigua a su ordenada, es decir, aguellos puntos que tienen las dos coordenadas iguales.
Obviamente estos puntos son aquellos que cumplan y = X, que como sabemos graficamente
corresponden a unarecta.

Esta misma recta la podiamos hacer definido analiticamente por g emplo como la recta que
pasa por los puntos (0,0) y (1,1), o como la recta que pasa por el origen y tiene pendiente 1, ... pero
la manera de definirla como conjunto de puntos que cumplen una propiedad determinada es
justamente la idea de lugar geomeétrico.

Un lugar geométrico es un conjunto de puntos del plano, P(x,y) que cumplen una
determinada propiedad.

Veamos un g emplo:

“Calcular el lugar geométrico de los puntos que estan a una distancia de 2 unidades de la recta
r=3x-4y+1=0"

Para calcularlo supongamos un punto cualquiera del plano P(x,y). Dicho punto debe cumplir

3x-4y+1

que dist(P,r)=2 =2 = [3x-4y+1=10

Recordemos que € valor absoluto da lugar a dos ecuaciones.

a)3x—-4y+1=10 = 3x-4y-9=0
b)3x—4y+1=-10 = 3x-4y+11=0
En este gemplo €l lugar geométrico esta formado por dos rectas

.y r,, que son paralelas entre si y ademés paralelas a la recta
dada.

Existen por supuesto una gran variedad de lugares geométricos, y a veces, como en €
gjemplo anterior, son figuras reconocibles, y aveces no. En este tematrataremos algunos de ellos:

Matematicas |: Lugares Geométricos:
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Mediatriz

La mediatriz de un segmento AB es el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de los extremos

Desde e punto de vista andlitico, en el tema anterior habiamos
visto la mediatriz como la recta perpendicular a segmento que pasa por
su punto medio. La estudiamos ahora como un conjunto de puntos que
cumplen una propiedad, en este caso que las distancias a A y B son
iguales.

Ejemplo:

Calcular la ecuacién de la mediatriz del segmento de extremos A(2,3) y B(4,1)
Solucion:
Un punto P(x,y) de la mediatriz tiene que cumplir que

dist(P,A)=dist(P,B) = [AP|-|BP|

Como AP=(x-2,y-3) , BP=(x-4,y-1), caculando los mddulos e iguaando:

V02 +(y=8) = (x-4)" +(y-1)

Elevando a cuadrado y desarrollando:
X +4-4X+ Yy +9-6y=Xx"+16-8x+ Yy’ +1-2y =
4x-4y-4=0 = x-y-1=0

Luego lamediatriz del segmento eslarectar =x—y-1=0

Comprobar, como gjercicio, que esta recta es perpendicular a segmento AB y pasa por su punto
medio.

Bisectriz

La bisectriz es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de dos rectas que
se cortan.

Este lugar geométrico da lugar a dos rectas, que son

2\ precisamente las que dividen en dos partes iguales €
Cbisectrices¥ g angulo que forman las rectas a cortarse. Ademas las
oS f,x bi sectrices se cortan en el mismo punto de corte de las dos

= -j.' rectas y siempre son perpendicul ares entre si.
NS 5
—_
\
II|
b
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Ejemplo:

Calcular la ecuacion de las bisectrices del angulo que forman las rectas
r=x+3y-1=0, s=3x+y+4=0

Solucion:
Por definicién de bisectriz, un punto P(x,y) de ellatiene que equidistar der y s, es decir:

|x+ 3y—]4 ~ |3x+ y+4|

J10 V10

Ecuacion con valor absoluto que da lugar a dos ecuaciones:

dist(P,r)=dist(P,s) = = |x+3y-1=[3x+y+4

X+3y—-1=3x+y+4 = 2x-2y+5=0

x+3y-1=[3x+y+4 :{
X+3y-1=—(3x+y+4) = 4x+4y+3=0

Luego las ecuaciones de las bisectrices son: b, =2x-2y+5=0 ; b, =4x+4y+3=0

Como podemos ver por sus vectores normales A, (2,~2) , fi,(4,4), su producto escalar da 0, lo que
confirma que las bisectrices son perpendiculares entre si.

Nota: El punto de corte de las bisectrices de los lados de un
tridngulo se llama incentro, y coincide con € centro
dela circunferencia inscrita al triangulo

. ;
s Incantro

Practica con Geogebra:

Calcular € incentro del triangulo de veértices
A(4)-1)! B(8!-4) y C(O!_4)

Matematicas |: Lugares Geométricos:
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Ejercicios:

1- Halla el lugar geométrico de los puntos del plano, P( x,y) que equidistan de los puntos A(-1,2)
y B(-2,1)

2.- Halla el lugar geométrico de los puntos del plano, P( x,y) que equidistan de las rectas

r=x+y+1=0 y s=2x+2y+3=0
3.- Halla el lugar geométrico de los puntos del plano, P(x,y) cuyadistanciaal punto A(3,-1) es4

4.- Hala e lugar geométrico de los puntos del plano, P( x,y)tales que su distancia a punto
A(2,0) es el doble que su distanciaa punto B(0,-1)

5.- Halla las ecuaciones de las bisectrices de los angulos que determinan las rectas r=x=3 y
s=3x-4y+1=0

6.- Halla el lugar geométrico de los puntos del plano, P( x,y) que equidistan del punto A(3,3) y
delarectar=y=1

7.- Dados los puntos A(1,0) y B(3,0), calcular € lugar geométrico de los puntos del plano,
P(x,y)talesquee triangulo APB searectangulo en P.

2.- LAS CONICAS

Matematicas |: Lugares Geométricos:
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Y alos antiguos mateméti cos griegos como Arquimedes, Menecmo o Euclides (siglo IV aC )
estudiaron las conicas como curvas del
espacio obtenidas como intersecciéon de un
plano con una superficie conica.

Pero fue €l griego Apolonio de Pérgamo, en € siglo |11 a.C., & que en su tratado de 8 libros
“Las Cdnicas” realizo un estudio exhaustivo sobre estas curvas y sus propiedades (especialmente las

de reflexion) y las nombré como elipse, hipérbolay pardbola:

I_;i | I.ll.‘ll]'.l‘ i.lI.L.' Ll 4 '@
slpserlicis ennice £ pers
petdicular 2l gje, Ja geocidn

e e cieennferemela

S el os el plasi de
rmrwiin Cie f0a okl o con
al e ¥ enrbe & bodns lag
weneralyices, la seociln ey
1A elipse.

=1 vontnuarmos mellnando
=l |..]au|u CeEoCn que s
solleus eon el wiE ¥ gue
sthc 'thIH Blal MG "HENPTa-
triz results ima pardbala.

<3 - < n
e | S | S
A N 4 N
RTe % oy D

4 4 3

5l Incltmamos an méds e
Piane, e o e s
panlddn £ dos gencrotri
ciE, resulla una curva o
dos rarmys Namaca hlpir-
beoln.

x”

Tan importante fue el trabajo de Apolonio (llamado “el gran gedmetra”) que se mantuvo
practicamente sin cambios hasta que, en la primera mitad en e siglo XVII, Descartes y Fermat
(padres por separado de la Geometria Analitica) relacionaron dichas curvas con sus ecuaciones y
viceversa, y poco mas tarde el holandés Johan de Witt demostré que todas | as ecuaciones de segundo
grado en dos variables representan secciones conicas, permitiendo clasificar y distinguir cada una de
ellas.

L as conicas ocupan pues, por derecho propio, un lugar destacado dentro de la geometria. Son
conocidas sus innumerabl es aplicaciones en fisica, Optica, astronomia, medicina...

Pero sin duda una de las aportaciones mas importantes de las conicas la realiz6 el astrénomo
aleman Johannes Kepler cuando a principios del siglo XVII descubri6 que las Orbitas de los planetas
alrededor del sol son elipses que tienen en e sol uno de sus focos, y mas adelante Isaac Newton
demostré que la orbita de un cuerpo alrededor de una fuerza de tipo gravitatorio es slempre una
curva conica.

Nosotros no estudiaremos las conicas como intersecciones de un plano con una superficie
conica, sino gue las estudiaremos como lugares geométricos para poder obtener y trabagar con sus
ecuaciones.

3.- LA CIRCUNFERENCIA
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3.1 Definicion y Ecuaciones

La circunferencia es € lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto
fijo [lamado centro.

La distancia entre e centro C(a,b) y cada punto se

llamaradio, r.
[gEA)
Vamos a obtener su ecuacion basandonos en la
definicién como lugar geométrico:

El punto P(x,y) tiene que cumplir que

dist((P.C)=r = ‘@‘zr = \/(x—a)2+(y—b)2=r, y
elevando al cuadrado:

(x—a)2+(y—b)2 =r?

gue corresponde ala ecuacion reducida de la circunferencia.

Si desarrollamos |os cuadrados:

x> —2ax+a’+y> —2by+b*=r* = x*+y’-2ax-2by+a’+b*-r?=0
Y llamando:
D=-2a

E=-2b
F=a’+b?>-r?

Obtenemos la ecuacion general delacircunferencia: X*+y?+Dx+Ey+F =0

Ejemplo 1:
Calcular las ecuaciones de la circunferencia de centro € punto O(-1,3) y radio 2

Solucion:

Con el centro y e radio obtenemos directamente laecuacion reducida.~ C=(x+1)" +(y-3)’ =4
Para obtener |a ecuacion general desarrollamos |os cuadrados y ordenamos:

X +14+2X+y*+9-6y=4 = C=xX"+y*+2x-6y+6=0
Ejemplo 2:
Calcular € centroy el radio dela circunferencia C = x> + y* —4x+2y—-4=0

Solucion:
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Teniendo en cuenta a qué hemos llamado D, E y F en la ecuacion general, podemos obtener
facilmente su centro y su radio:

D=-2a = -4=-2a = a=2
E=-2b = 2=-2b = b=-1
F=a’+b*’-r*> = r’=a’+b’-F=4+1+4=9 = r=3

Luego setratade lacircunferencia de centro e punto C(2,-1) y radior = 3.

Ejercicios:

1- Calcular laecuacion de la circunferencia de centro O(2,0) y radio 2.

2.- Calcular la ecuacion de la circunferencia goniométrica

3.- Calcular la ecuacion de la circunferencia de centro € punto O(3,-2) y que pasa por € punto
A(0,2)

4.- Dadalacircunferencia C = x* + y>* —6x—4y+3=0, indicar razonadamente si & punto
P(-1,3) est&fuera, dentro o en lacircunferencia

5.- Calcular la ecuacion de la circunferencia en la que uno de sus didmetros es el segmento de
extremos los puntos A(1,2) y B(3,6)

6.- Halael centroy € radio de las siguientes circunferencias:
C,=X"+y*—10x-24y=0
C,=x"+y*=9
C,=3x+3y*-12x+6y-12=0
C,=4X° —4x+4y* +4y=1

7.- Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(2,0), B(2,3) y C(1,3).

8.- Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio 2 que pasa por los puntos A(1,0) y B(3,2)

9.- Calcular la ecuacion de la circunferencia de centro e punto O(2,-1) y gque es tangente a la
rectar =3x-4y+5=0

10.- Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(-1,2), B(1,4) y que tiene su

centroenlarecta r = y = 2x
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3.2 Caracterizacion analitica de una circunferencia

Es importante tener en cuenta que no toda ecuacion de segundo grado con dos variables del
tipo Ax*+ By” +Cxy+ Dx+ Ey+F =0 corresponde a una circunferencia.

Por giemplo, la ecuacion x*—y?+2x+2y+1=0 no es una circunferencia, porque tal y
como hemos deducido su ecuacion, no puede salir negativo e coeficiente de y?.

Tampoco la ecuacion x*+ y* +4x—-2y+6 =0 corresponde a una circunferencia aunque lo
parezca, porgue si intentamos calcular sus elementos vemos gque no tiene radio.
D=-2a = 4=-2a = a=-2
E=-2b = -2=-2b = b=1
F=a’+b’-r*> = r’=a’+b*-F=4+1-6=-1 = Ar

Por tanto, para que una ecuacion del tipo Ax®+ By® +Cxy+ Dx+Ey+F =0 corresponda a una
circunferenciatiene que cumplir:

e A=B
No tienen que ser necesariamente 1, pero deben ser iguales para poder simplificar la ecuacion
paraobtener e centroy el radio

e C=0
Como hemos visto a obtener la ecuaciéon general de la circunferencia, no sale € producto
cruzado xy

e Tienequetener radio: a®+b®>F
Si despegjamos de la férmula para obtener € radio:

F=a’+b’-r* = r’=za’+b’-F = r=+va’+b’-F = a*+b*-F>0
Luego paraque € radio tengasentido: a*+b* > F

Ejercicio:

Comprobar cudles de las siguientes ecuaciones corresponden a una circunferencia, y calcular su
centro y su radio:

a)x*+y*+3=0 b) x*+y*-3x-y-3=0 C)4x? +4y* —12x+2y+3=0
d) x*+2y*—x-y=0 e) X’ +y -3xy+x+4y-1=0 ) 25x*+25y*-9=0
g) 2x°+2y* -16x+24=0 h) x*+y*—4x+2y+5=0 i) x> —y*+2x+3y=1

8
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3.3 Posicion relativa de punto v circunferencia

Respecto a una circunferencia, un punto P puede ser interior,
exterior 0 estar en la circunferencia.

Para saberlo basta con medir la distanciadel punto P a centro
de lacircunferencia: d =dist(P,C)= ‘5!5‘ y compararla con € radio
delamisma, r

Si d>r, € punto seraexterior

Si d=r, e punto estaraen lacircunferencia
Si d<r, € punto serainterior alacircunferencia

Existe una manera alin mas sencilla de estudiar la posicién relativa de un punto con respecto a
unacircunferencia

Se llama Potencia del punto P respecto de la circunferencia C a
Pot. (P)=d®—r?
Obviamente, de la definicion se deduce que:

Si Pot.(P)>0 = Pesexterior
Si Pot.(P)=0 = Pestaenlacircunferencia

Si Pot.(P)>0 = Pesexterior
Aparentemente, habria que calcular 1os mismos datos que antes, pero ahora bien, como

d =dist(P.C)=[CP|=\(p,~a)’ +(p,~b)’
Al elevarlo al cuadrado obtenemos:
Pot. (P)=d?-r?=(p,—a)" +(p,—b)’ —r?
Que es precisamente la ecuacion de la circunferenciaa sustituir € punto P( P, p2) enella

Luego basta con calcular la potencia de un punto respecto a una circunferencia sustituyendo en la
ecuacion de ésta las coordenadas del punto, y si sale positivo € punto sera exterior, si sale negativo
serainterior y s sale 0 estard en la circunferencia.

Ejercicio:

Usando la potencia, estudiar la posicion de los puntos P(-1,2), Q(3,-2) y R(0,-1) respecto a la
circunferencia C = X* + y* —4x+2y+1=0

Matematicas |: Lugares Geométricos:
Las Conicas



Departamento de Mateméticas i '; H g
Colegio Inmaculada Nifia de Granada o

3.4 Posicion relativa de recta y circunferencia

Una recta puede cortar a una circunferencia en un punto, en dos o en ninguno, de modo que
diriamos que larecta es tangente, secante o exterior alacircunferencia:

exterior secante tangente

Una forma de estudiar la posicién de una recta y una circunferencia es simplemente
resolviendo €l sistema formado por las dos ecuaciones (la de larectay la de la circunferencia) y en
funcién de las soluciones del sistema analizar la posicion.

Otra opcién es comparar la distancia entre €l centro de la circunferenciay la recta, s, con €
radio de ésta, de manera que:

Si dist(C,s)<r = larectaessecante alacircunferencia
Si dist(C,s)=r = larectaestangentealacircunferencia
Si dist(C,s)>r = larectaesexterior alacircunferencia

Esta segunda opcién es més rapida pero a cambio no nos da los posibles puntos de corte entre
la recta y la circunferencia, luego si los necesitdsemos tendriamos igualmente que resolver €
sistema.

Ejemplo:

Estudiar la posicion relativa de la recta r=x+y+1=0 vy la circunferencia
C=xX"+y*+2x+6y+1=0

Solucion:
Vamos a hacerlo primero resolviendo € sistema (por sustitucion):

X+y+1=0 - X=-1-y
X* +y*+2Xx+6y+1=0 = (—1—y)2+y2+2(—1—y)+6y+1:0

= 1+y* +2y+y*-2-2y+6y+1=0 = 2y’+6y=0 = y=0,y=-3
Luego larecta es secante ala circunferenciay la corta en los puntos (-1,0) y (2,-3)
10
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Vamos a hacerlo ahora usando € centro y €l radio de la circunferencia, que facilmente se obtiene que
son C(-1,-3)yr =3

Caculamos ladistanciadel centro alarectar:

dist(C,r)ziz 2'12 , y como esa distancia es menor que € radio (3), la recta es secante a la

V2

circunferencia

Ejercicio:

Estudiar la posicion de la circunferencia C=x*+y*-6x—-4y+9=0 respecto a las rectas
siguientes:

x=1+I
a)yr=2x-y-2=0 b)s= c)t=3x-4y+9=0
y=-I

3.5 Posicion relativa de dos circunferencias

Dos circunferencias pueden ser:

/ % m\‘\.:l / \ /* \ j j},«f_\“‘x\‘

\ o "))
\ 4 R i \ / N S

H-\'-\-\_ ™

Secantes Tangentes Exter| ores Tangentes I nteriores
P o o
o \ R T Y W
/ jud i [ N
I| II I. I [ = | |
| . ' | s i |
\ \ \, A . ) : ;_.
L / \_ A N
Exteriores Interiores Concéntricas

En el caso de que las circunferencias sean concéntricas, no es necesario hacer ningun calculo
pues a tener e mismo centro todos los coeficientes de su ecuacion general serén iguales (0
proporcionales) a excepcion claro del término independiente F. Asi, por g emplo, las circunferencias
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C,=X°+y*—4x-6y+4=0
C,=X"+y’—4x-6y-12=0

son concéntricas (es facil ver que € centro de ambas es € punto (2,3) y los radios son 3y 5
respectivamente).

Para estudiar las demas posiciones hay que resolver el sistema que forman las dos ecuaciones.
Para ello usaremos € método de reduccion-sustitucion, que consiste en restar primero ambas
ecuaciones para que se vayan los cuadrados y despgjar una incognita en la ecuacion resultante para
sustituirlaen unade las circunferencias.

S e sistema tiene dos soluciones serén secantes, s tiene una solucion seran tangentes
(exteriores o interiores), y si no tiene solucion serdn o bien exteriores o bien interiores.

Tanto en este Ultimo caso, como en el caso de tangencia, para distinguir si son exteriores o
interiores, calculamos la distancia entre los centros de ambas circunferencias. Si dicha distancia es
menor que el mayor de los dos radios, seran interiores, mientras que si dicha distancia es mayor que
el mayor de los dos radios, seran exteriores.

En resumen:

p—

Dos soluciones ———> secantes

\ dist(0,,0,)<r,, ——> tangentesinteriores

dist(0,,0,) > I, > exteriores

dist(0,,0,)>r,, — > tangentesexteriores

Una solucién

Ninguna solucion

dist(O,,0,) < r,——> interiores

Ejemplo 1:

Estudiar la posicion relativa de las circunferencias C,=x*+y*—-6x-12y+35=0 vy
C,=x*+y*-25=0

Solucion:
Resolvemos € sistema:
12

Matematicas |: Lugares Geométricos:
Las Conicas



Departamento de Mateméticas / ; H g 5
Colegio Inmaculada Nifia de Granada S

X*+y’—6x-12y+35=0
restando = —6x-12y+60=0 = x+2y-10=0
X’ +y*-25=0

Despgjando: x=10-2y
Sustituyendo por gjemplo en la segunda ecuacién:

(10-2y)*+y*~25=0 = 100+4y’>-40y+y?-25=0 = 5y’-40y+75=0

y=5, x=0
= y*-8y+15=0 =
y=3, x=4

Luego las dos circunferencias son secantes y se cortan en los puntos (0,5) y (4,3)

Ejemplo 2:

Estudiar la posicion relativa de las circunferencias C,=x+y*-6x+2y—-8=0 vy
C,=xX"+y*-8x+8=0

Solucion:
De nuevo resolviendo € sistema:
X*+y’—6x+2y—-8=0
restando = 2x+2y-16=0 = x+y-8=0
x°+y*—8x+8=0
Despgjando: x=8-y

Sustituyendo por gemplo en la segunda ecuacion:

(8-y) +y*-8(8-y)+8=0 = 64+y*-16y+y’-64+8y+8=0 = 2y*-8y+8=0
= Y -4y+4=0 = y=2,Xx=6

Luego se cortan en un punto y por tanto son tangentes.

Para distinguir si son exteriores o interiores calculamos |os centros y |os radios:

C, =X’ +y*—6x+2y-8=0 = 0O,(3,-1),r,=18=3y2
C,=x*+y*—8x+8=0 = 0O,(4,0) ,1r,=/8=2/2

13
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Calculamos la distancia entre los centros: dist(0,,0,)= ‘@;‘ =|(1.1)[=+2

Como \/§<3\/§(rm), las circunferencias son " // -

tangentes interiores 4

Ejercicio:
Estudiar la posicion relativa de las siguientes parejas de circunferencias.
a)C,=x*+y*—6x-4y+9=0 ; C,=xX"+y*-6x+2y+9=0
b)C,=0,(1,-2),r,=2 ;C,=x+y*-4y+3=0
c)C,=0,(-21),,=3 ;C,=x"+y*+4x-2y-20=0

d)C, =x*+y*—6x+2y+6=0 ; C,=xX*+y*—8x+4y+4=0

Ejercicios de Circunferencia

1.- a) Hallael &reade circulo delimitado por la circunferencia
C=2x>+2y*-12x—-8y+8=0
b) Hallala ecuacion de la circunferencia concéntrica a la anterior y de doble radio
2.- Halla la ecuacion de la circunferencia tangente alarecta r = 4x+3y—-25=0 Yy cuyo centro

es el punto decortedelasrectas s=3x-y-7=0 , t=2x+3y-1=0

3.- Calculalalongitud de la cuerda comun alas circunferencias
C,=xX+y*=7; C,=x"+y*+6x+5=0

4.-  Caculalaecuacion de larecta tangente a la circunferencia C = x* + y* —6x—4y—-12=0 en

el punto de tangencia P(6,-2)

5.- Calcula cuanto debe valer m para que larecta r = y = x+m sea tangente a la circunferencia

C=x"+y* =2 ycaculad punto detangencia

6.- Halla d lugar geométrico de los puntos del plano que tienen la misma potencia respecto alas

circunferencias C, = X° + y* —4x+6y+4=0 ; C, =X +y - 2x-2y-2=0

14
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4.- LA ELIPSE

4.1 Definicion y Elementos

La €elipse es € lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a dos
puntos fijos llamados focos es constante

Para cualquier punto P de la elipse se cumple:

PF + PF' = constante

Elementos:
e Focos. lospuntosfijosFy F’
Ejefocal: recta que pasa por los focos
Eje secundario: mediatriz del segmento FF’
Centro: punto medio de F y F’ (0 punto de corte entre |os ges)
Distancia focal: longitud de F aF’. Le llamamos 2c
Vértices. puntos de corte de la elipse con sus ges. A, A’(con € gefocal), By B’ (con € ge
secundario)
Eje o didametro mayor: longitud de AaA’. Lellamamos 2a
e Ejeodiametro menor: longitud de B aB’. Lellamamos 2b

=2b

Eje menor

F

L3 Eje mavor IHA-.A“.I; 24

Otro elemento importante en la elipse es la excentricidad, que se define como:

e=—
a

Como por definicion a> ¢, laexcentricidad vaa ser siempre menor que 1, esdecir 0O<e<1
Veamos qué significala excentricidad en laelipse:

15
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Si fuese 0 = ¢=0, y por tanto los dos focos serian & mismo lo que significaria que la elipse
es en realidad una circunferencia.
Si fuese 1 = a=c, luego los focos estarian sobre los vértices A y A’ y la elipse seria en
realidad el segmento que los une.

s

=1

Luego la excentricidad mide lo achatada que es la dipse: cuanto
mas cercana a 0, mas redonda (menos chata), y cuanto mas cercana
al, méschata.

4.2 Relaciones entre los elementos de la ipse

Hemos visto que cualquier punto de |a elipse tiene que cumplir PF + PF' = constante

Como el vértice A estambién un punto delaelipse, cumpliré  AF + AF' = constante

Si desarrollamos, y por la propia simetria de |a elipse respecto a su centro:
AF+AF =AF+AF+FF =AF + AF+FF =2a

Luego la suma de distancias de cualquier punto de la éipse a los dos focos no sblo es
constante sino que coincide con & diametro mayor de la elipse:

PF + PF" = 2a
Por otra parte, B también es un punto de la elipse, luego debe cumplir lo anterior:
BF + BF' = 2a, y como por simetria BF = BF' — 2BF =2a — BF =a

Visto gréficamente:

Lo que permite ademés, usando & Teorema de Pitagoras, establecer larelacion existente entre
las distancias de una elipse:

a’=b*+c?
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4.3 Ecuacion dela glipse

Para que todo el proceso analitico sea mas sencillo, vamos a trabajar a partir de ahora solo
con elipse horizontales cuyo centro esta en el origen de coordenadas y cuyos ges coinciden con €

geX (el gefoca) y el geY (ge secundario). De esta manera sus focos y veértices seran:

B
——l———

" Dk} T Piiy)
= o '..‘-"‘\
=
Focos: F(c,0), F’(.c,0) / T \ \\
Vértices: A(a,0), A’(-a,0) & / - \ \”.A
B(0,b), B’(0,-b) TEaTT :T | wm T@Eo
'l.\ /
M i ._,,/
--...\____\_\_\_|_' ] _ "
iy S

Si aplicamos la definicion de la elipse como lugar geométrico, un punto P(x,y) debe cumplir:
FP+F' P=2a

Como

Sustituyendo: \/(x—c)z +y° +\/(x+ c)2 +y?=2a
Dejando unaraiz sola, elevando a cuadrado y desarrollando:

2

( (x—c)2+y2j2 :(Za— (x+c)2+y2j
- (x—c)2+)/:4a2+(x+c)2+f—4a\/m

= 4a\/m:(x+c)2—(x—c)2+4a2

= 4a\/m:)<2/+,z2/+2cx—)<z/—,zz/+2cx+4a2 = 4cx+4a°

= amzcwraz

Volviendo aelevar a cuadrado:

az((x+c)2+y2)=(cx+a2)2 = a’x®+a’C? + 28%Cx +a’y? = X% + a' + 282X
= a’x*-c’x*+a’y’=a'-ac®

Sacando factor comdn: (a®-c*)x* +y? =a?(a’ - )
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Como, por larelacion existente entre las distancias delaelipse  b*=a°—c¢?

Sustituyendo: b*x* + a’y® = a’b?

Dividimos por Gltimo por a’b® y obtenemos la ecuacion reducida de la elipse:

2 2
Xy
—2+—2=1

Q
O

Luego para calcular la ecuacion de una elipse basta conocer sus didmetros mayor y menor (0
ladistanciafocal y un didmetro y usar larelacion existente entre ellas para calcular € otro).

2 2
Nota: S la elipse es vertical, basta con cambiar X por y en su ecuacion y seria —2+y—2:1, pero
b* a

no vamos a trabajar con este tipo de elipses.

Ejemplo 1:

Calcular la ecuacion y los elementos de la €elipse que tiene un foco en € punto (3,0) y cuyo ge
mayor mide 10

Solucion:

El foco esF(3,0) y por tantoc = 3

Como €l gje mayor mide 2a, entoncesa = 5 e
.-"'J-F’_ =
Sacamosh:  a’=b’+c® = b’=a’-c*=25-9=16 = b=4 ! ) \
XY / \
Luego laecuaciones —+-—=1 il ' '|
25 16 i i = =-: B = T L B '3
Y sus elementos seran: \ " f

Focos: F(3,0), F’(-3,0) \ / |

Vértices: A(5,0), A’(-5,0), B(0,4), B’(0,-4) -
Excentricidad: e=2:§=0'6

a 5
Ejemplo 2:

Calcular los elementos de la elipse de ecuacion 9x° +16y° = 144

Solucion:
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Primero obtenemos la ecuacion reducida dividiendo por 144:

OX* +16y* =144 =

2 2 2
o¢ 108 ;| X,y
144 144 16 9

Dedondea=4,b=3
Sacamosc: al=b’+c? = c?=a’-b?’=16-9=7 = c=+7

Y por tanto sus elementos seran:

Focos: F («/70) F' (—«/7,0)
Vértices: A(4,0), A’(-4,0), B(0,3), B*(0,-3)
Excentricidad: e= c. ﬂ ~0' 66
a 4
Ejercicios:
1- Calcular laecuacion y los elementos de la elipse de distanciafocal 12 y semigje mayor 10
2.- Calcular los elementos de | as €lipses:
X_2 Y_2 _ 2 2 _ 2 2

a)7+ 3 =1 b)2x"+6y"-12=0 c)x"+4y°=9
3.- Calcular la ecuacion y los elementos de la elipse de excentricidad 0’8 y que tiene un vértice

en e punto (-5,0)
4.- Calcular la ecuacion y los elementos de la €lipse de excentricidad % y gue tiene pasa por €

punto (0,2\/5)
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5.- LA HIPERBOLA

5.1 Definicion y Elementos

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a
dos puntos fijos [lamados focos es constante

Para cualquier punto P de la elipse se cumple:

PF' — PF = constante

Elementos:
e Focos. lospuntosfijosFy F’
Ejefocal: recta que pasa por los focos
Eje secundario o imaginario: mediatriz del segmento FF’
Centro: punto medio de F y F’ (0 punto de corte entre |os g es)
Distancia focal: longitud de F aF’. Le [lamamos 2c
Vértices Ay A’: puntos de corte de la hipérbola con €l gefocal
Vértices B y B’: puntos de corte del gje imaginario con la circunferencia de centro uno de los
focosy radio c
Eje o diametro mayor: longitud de A aA’. Le llamamos 2a
e Ejeodiametro menor: longitud de B aB’. Lellamamos 2b
e Asintotas. rectas que pasan por € centro y por los puntos C(a,b) y C’(-a,b)

asintoia

A usinioio
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De nuevo otro el emento importante en la hipérbola es la excentricidad, que se define como:
c
e=—
a

Comoc>a = e>1

Si la excentricidad se acerca a uno, los focos ™. A il ;
estén cercadelos vérticesy lasramas de lahipérbolase . ™ i & 3 pas
van cerrando (si e fuese uno, ¢ = a, la hipérbola serian %o %%
dos semirrectas con los focos como extremos), mientras : \ ! l {4
gue cuanto maés se agen los focos de los vértices més S
se abren las ramas de la hipérbola hasta llegar a ser casi ‘n\-:'l
dos rectas verticales. ‘] ¥

i
III

Luego la excentricidad mide la abertura de las /

ramas de la hipérbola: cuanto mas grande, mas abiertas, A

cuanto mas proximaa 1, mas cerradas. A | By
i

5.2 Relaciones entre |os e ementos de la hipérbola

Hemos visto que cualquier punto de |a hipérbolatiene que cumplir PF' — PF = constante

Como el vértice A estambién un punto de la hipérbola, cumplird AF' — AF = constante

Si desarrollamos, y por la propia simetria de |a hipérbola respecto a su centro:
AF —AF=AA+AF' —AF =AA =2a

Luego la diferencia de distancias de cuaquier punto de la hipérbola alos dos focos no solo es
constante sino que coincide con € g e mayor de la elipse:

PE"_PF - 2a

Por otra parte, y por la propia construccion del vértice B y aplicando Pitédgoras se observa

|&=¥+W

que:
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5.3 Ecuacion dela hipérbola

Al igua que hicimos con la €ipse, vamos a
trabgjar a partir de ahora solo con hipérbolas cuyo centro
esta en e origen de coordenadas y cuyos ges coinciden
conel ge X (el gefoca) y e geY (geimaginario). De
esta manera sus focos y vértices serén (igual que en la
eipse)

Focos: F(c,0), F’(.c,0)

Vértices: A(a,0), A’(-a,0)
B(0,b), B’(0,-b)

Asintotas: y= g X ; y= —g X (comprobarlo)

Si aplicamos la definicidn de la hipérbola como lugar geométrico, un punto P(x,y) debe cumplir:

F'P+FP=2a

Como
FP=(x-c0) = FP=/(x-¢c)’ +y?
F'P=(x+c0) = F' P= (x+c)2+y2

Sustituyendo: \/(x+ c)’ +y? —\/(x—c)2 +y? =2a

Volviendo a desarrollar, como ya hiciéramos con la elipse, obtendremos la ecuacion reducida de la

hipérbola (hacer como gercicio):

2 2
X Y 4

2 b2

QD

Notas:

- S en una hipérbola se cumple a = b, se [lama hipérbola equilatera. En este caso las
asintotas son y = X, y = -X (las bisectrices de los cuadrantes y perpendiculares entre

si), y laexcentricidad es e= J2, puesto que:

=a’+b*=2a? = c=a/2 = e=3=a7\/§=\/§
a

- S la hipérbola es vertical, al igual que pasaba con la eipse, basta con cambiar x por

2 2
y en su ecuacion y seria y—z——zzl, pero no vamos a trabajar con este tipo de
a- b
hipérbolas.
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Ejemplo 1:

Calcular la ecuacion y los elementos de la hipérbola que tiene un foco en € punto (5,0) y cuya

diferencia de distancias a los focos es 6
Solucion:

Como F(5,0), tenemosquec =5
Ademas2a= 6,luegoa= 3

Despejamos b: cc=a’+b® = b’=c*-a*°=25-9=16 = b=4
2 2

Por tanto la ecuacion de la hipérbola sera: %—1—6 =
Y sus elementos seran:
Focos: F(5,0), F’(-5,0)
Vértices: A(3,0), A’(-3,0), B(0,4), B’(0,-4)

" 4
Asintotas. ==X =——X

y 3 y 3
.. c 5
Excentricidad: e=—"="x167
a 3

Ejemplo 2:

Calcular los el ementos de la hipérbola de ecuacion 3x* —y* =12
Solucion:

Primero obtenemos la ecuacion reducida dividiendo por 12:
2 2

-y =12 = X Y g
4 12

Dedonde a=2, b=+12 =23
Y portanto: c*=a’+b°=4+12=16 = c=4

Y sus elementos seran:

Focos: F(4,0), F’(-4,0)
Vértices: A(2,0), A’(-2,0), B(0, 2/3), B’(0,-—2+/3)
Asintotas: y=+3%x ; y=-/3x
Excentricidad: e:E:ﬂ: 2
a 2
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Ejercicios:
1- Calcular la ecuacion y los elementos de la hipérbola que tiene un vértice en € punto (0,4) y

cuyadistanciafoca es 10

Calcular laecuacion y los elementos de la hipérbola de excentricidad 2 y semigje mayor 10
Calcular los elementos de las elipses:

Xy 2 2 _ 2 2
a)7—7_1 b)2x* -6y -12=0 c¢c)x"-y° =9

Calcular la ecuacion de la hipérbola equildtera que pasa por € punto P(-5,3)

2.-
2.-
2 2
4.-
6.- LA PARABOLA
6.1 Definicion v Elementos

6.2

La parabola es € lugar geométrico de los puntos ddl plano que equidistan de un punto y una
recta

Elementos:

e Foco: @ puntofijo F
Directriz larectad
Eje: recta perpendicular ad que pasa por F
Veértice: punto de corte de la pardbola con su ge, V
Parametro: distanciadel foco aladirectriz, p

Ecuacion de la parabola

Para simplificar, vamos a estudiar las parabolas cuyo vértice coincide con €l origen de

coordenadas (0,0) y su ge con uno de los ges (el de abscisas 0 € de ordenadas). Es decir,
trabajaremos con pardbolas verticales u horizontal es:
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6.2.1 Parébolascon gee€

nada D il

gje de ordenadas (Verticales)

a) Foco en la parte positiva del ge QY (vertical hacia arriba)

\ F.-" D
\ / Foco: F|0,—~
"'\. f 2
\'\ ,-'#
\ iy ,ff Directriz: d= y:—g - d= y+§:0
t‘“\.\ F
\\ '-f - .
\K“ Fei0.5) of Calculamos las distancias de un punto P(x.y) a focoy ala
el 2§ directriz:
2
u:yu.g d(P,F)=‘FP‘: (X,y—gj‘z x2+(y_§j
MPﬂ)=y+§
2
Por definicion: d(P,F)=d(P,d) = x2+(y_§j - y+§‘

Elevando a cuadrado y desarrollando:

p

b8

- x> =2py

y+5

2
j = x2+f+7p4z—py:/y{+7p§+py

gue es laecuacion reducida de estas parabolas

b) Foco en la parte negativa del ge OY (vertical hacia abajo)

Foco: F (O,—Ej
2

Directriz: dzy:B = dzy—gzo

s — Fa| ﬂ,.: I.M\... 2
LY
/ PPy \ Queda como egjercicio demostrar que en este caso la

/ \ ecuacion reducida es:

4 '\.\
x/ \ X* =-2py
/ \
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6.2.2 Parébolascon ge €l ge de abscisas (Horizontales)

a) Foco en |la parte positiva del gje OX (horizontal hacia la derecha)
xxeb | | P Foco: F(B ,Oj
2
—~ Pixw
/) Directriz.= d=x=-2 = d=x+P=0
il 2 2
[’ L
\ reb Calculamos las distancias de un punto P(x.y) & foco y a la
BN directriz:
1“\ p D 2
=l Pl P ,
H”‘“n.,‘ d(P,F)_‘FP‘_ (x ) y)‘ (x 2] +y

d(P,d)=

x+2
:

2
Por definicion: d(P,F)=d(P,d) = (x—gj +y =|x+—

"\

Elevando a cuadrado y desarrollando:

{2

)4

p

X+—

2
Y 2 _ 9
zj - )zﬁZ oty )zﬁZp

y® = 2pX

gue es laecuacion reducida de estas parabolas

b) Foco en la parte negativa del ge OX (horizontal hacia laizquierda)
T 3 Foco: F(—E,Oj
e 1 | 2
.\l". "'\."\' p p
, e Directriz: d=x==— = d=x-==0
‘\'\" b 2 2
'\ L'
™
F=-2 0 Queda como egjercicio demostrar que en este caso la ecuacion
reducida es:
f_.-"-;-. 2 _
et y© =-2pX
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Ejemplo 1:

Calcular la ecuacion y los el ementos de la parabola de foco el punto (0,-2)

Solucion:
Se trata de una pardbola vertical hacia abgjo, luego
Wo.0) su directriz seralarectay = 2
- ‘;.-FF-T““‘: ) . . . -
: ks, 53 El parametro es la distancia del foco aladirectriz, es
yd + F(0,-2) .
; | % decir,p= 4
xf | |
fxf | \‘\ Luego su ecuacion ser&
| \
\
/ j \\ X*=-2py = x*=-8y
Ejemplo 2:

Calcular los elementos de la parébola y* = —3x
Solucion:

Por su ecuacién se trata de una pardbola horizontal hacialaizquierda.

Ademas: 2p=3 = p_§. Por tanto:

o 36] {20

Directriz: de:E = dzx:3
Ejercicios:
1- Calcular laecuacion y los elementos de |a pardbola de foco € punto (0,4)

2.-  Calcular los elementos de las pardbolas a) y*+10x=0  b)3x*+9y=0

3.- Calcular laecuacion y los elementos de la pardbolade directriz larectay = 3

4.- Calcular laecuacion de la pardbolade foco e punto (2,1) y directriz larectay = x
(Ojo: esablicua, y por tanto solo se puede calcular su ecuacion usando la definicion)

5.- Calcular la ecuacion y los elementos de la pardbola de ge € ge de abscisas y que pasa por €
punto P(4,2)
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Ejercicios de Conicas

1.-

2.-

Calcular laecuacion y los el ementos de la elipse que pasa por € punto (0,4) y cuyo e mayor
mide 10

Calcular la ecuacion y los elementos de |a hipérbola que tiene un vértice en (0,3) y que pasa

por & punto P[S,%]

Calcular m para que la conica 2x* +my* =16 sea una hipérbola equilétera y calcular sus
elementos

Calcular la ecuacion de la pardbola de foco € origen de coordenadas y directriz la recta
r=4x-3y+1=0

Clasificar las siguientes conicas y calcular sus elementos:

a)xX’ -y’ =4 i)4x* +4y* =9
b)x* +y* =4 j)16X* + 25y* = 400
X y2 2
c)—+2-=1 k)6y +2x=0
)25 20 )6y
d)x* =10y 1)X* +y*+6x-4y+9=0
€)X’ + Yy’ —4x+2y-3=0 m)4x> +5y° = 20
f)y*+4x=0 n)8x> -9y’ =72
X2
g)-x*+9y*=-9 o)?+y2:4
h)x* —4y* =16 p)Xx+4y* =0
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APENDICE

Propiedades Reflexivas de las Conicas

» Enladipsey enlahipérbola, los rayos que parten de un foco al reflgjarse en la conica siguen
ladireccion hacia e otro foco:

» En la parabola, todos los rayos que provienen de la misma direccion convergen en el foco.
También al revés, es decir, los rayos provenientes del foco al reflgjarse en la pardbola siguen
unadireccion paralelaa ge de ésta

Conicasen lavidareal

» Los cables de los puentes colgantes, las trayectorias de los proyectiles o de los chorros de
agua de un surtidor, los telescopios, detectores de radar y reflectores luminosos tienen formas

parabolicas. ,r"f—Fl__, s
/ .-' - > i.l:: Tl ( _'-'
r‘\?\\. )” :‘,- 3 , ._l r.
A - : ~ : | T o
it |”| e il Tm |T 1 \x ;/.”,"—\‘“‘-\.\ L
| iy ;
.‘_E_‘_r'rn".

I'rn]'-iu-u!nl e Tas tres conidcas abilizadas en el
dizeno de umn beles n:u'-;:in.

Por gjemplo, en los faros de los coches
se coloca la fuente de luz en e foco de
la pardbola, de modo que los rayos, al
reflgjarse en lalampara, salen formando
rayos paraelos
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> Es de sobra conocido que los planetas y |os satélites describen Orbitas elipticas. Por g emplo,
la drbita de la Tierra alrededor del Sol tiene una excentricidad aproximada de 0’0167,
mientras que la del cometa Halley es aproximadamente de 0’9675

» Hoy en dia en medicina se utiliza un tratamiento revolucionario y poco agresivo para €l
tratamiento de las piedras de rifion, usando una camara semielipsoidal. A grandes rasgos
genera energia en un foco de la elipse y la enfoca hacia € otro foco donde se encuentra la
piedra, provocando su destruccion.

iy e

N
:
{

» El sistema de navegacion Loran (Long range navigation) para . R

e _ ! I"_.1'|—I| Y |_,—_‘.- -

aviones y barcos se basa en |as intersecciones de hipérbolas para
conocer con exactitud su situacion

elipticas

» En aeronautica se usan las hipérbolas para, por ejemplo, determinar laregion de la superficie
terrestre en donde en un momento determinado se oye o0 se haoido € motor de un avion
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EJERCICIOS

1- Calcular € lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de los puntos (1,1) y (5,3)

2.- Calcular € lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de las rectas
r=x+y+1=0 ; s=2x+2y+4=0.¢Quées?

3.- Caculalamediatriz del segmento de extremos A(2,-3) y B(-4,1)

. . 1 3

4.- Cdculalasbisectricesdelasrectas r =y = 5 x+§ , S=y=2Xx+1

5.- Calcular € lugar geométrico de los puntos del plano cuya distanciaa A(2,0) es el doble que a
B(-1,0). ¢Qué es?

6.- Calcular e lugar geométrico de los puntos del plano cuya distanciaa punto A(8,0) es el doble
guealarectar =x=2.¢Quées?

7.- Cdcular e lugar geométrico de los puntos del plano P(x,y) tales que los vectores que los unen
con los puntos A(2,1) y B(-6,1) sean ortogonales. ¢Qué es?

8.- Calcular € lugar geométrico de los puntos del plano cuyo cociente de distancias a los puntos
A(-3,1) y B(0,1) es 2. ¢Qué es?

9.- Calcular e lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de cuadrados de las distancias
alos puntos A(-4,0) y B(4,0) es 40. ¢;Qué es?

10.- Calcular € lugar geomeétrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a los
puntos (\/5\/5) y (—\/5,—\/5) esigual a 22. ¢Qué es?

11.- Halalasecuacionesdelas circunferencias:
a) decentroC(2,0)yradio 3
b) decentro C(0,2) y radio 3
c) decentroC(-2,3) yradio4

12.- Halad centroy 6 radio delas circunferencias.

a) XHY?-2x+2y-23=0; b) x*+y*-2y-8=0; ) x*+y*-2x-6y+6=0.
13- Dadas las ecuaciones de segundo grado siguientes, determinar cudes son ecuaciones de

circunferenciay hallar, en su caso, centro y radio.
a) X*-y*-4x-4y+2=0

b) 2x“+2y%-2x-2y-1=0

C) X>+y*-4x-2y=- 1

d) x*+y?-xy+x-1=0
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14.- Halalaecuacion delacircunferenciaque estangente a g e de abscisasy cuyo centro es @ punto
C(2,3)

15.- Hala la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia de centro C(-1,3) en € punto de
tangencia(2,5).

16.- Calculalaecuacion delacircunferencia que pasa por los puntos A(2,3), B(0,-1) y C(-1,0)

17.-  ¢Cud eslaecuacion delacircunferenciacuyo centro es C(-1,3) y pasa por € punto P(-2,1)?

18.- Hala la ecuacion de la circunferencia cuyo didmetro tiene por extremos los puntos A(1,1) y
B(3,-1)

19.- ¢Qué posiciones ocupan los puntos A(-1,0), B(3,3), C=(2,2), D=(5,-1) respecto a la
circunferencia: x>+y?-6x-2y+6=0?

20.- Hallalaecuacion delacircunferenciade centro C(1,2) y tangente alarectar =y = -2x+9

21.- Hallalaecuacion delacircunferencia que pasa por los puntos A(4,3) y B(-2,3) y tiene su centro
enlarectar = 2x-y-1=0

22.- Hallalaposicion delabisectriz del primer y tercer cuadrante respecto ala circunferencia
C = XP+y*-4x-4y+6=0

23.- Cdcula la longitud de una cuerda determinada por larectar = x + y = 4 d cortar a la
circunferencia C = (x-1)%+ (y-1)°= 4

24- Paraquévaor dealarectar =y = -2x+a estangentealacircunferenciaC = x2+y?-2x = 4?
Cal culatambién los puntos de tangencia

25,. Estudialaposicion relativade las circunferencias
a)C, =x*+y* —4x-6y+8=0; C,=x"+y*-2x-4y=0
b)C,=0(4,-3),r=3 ; C,=x"+y’—4x+10y-13=0
c)C, =x*+y* -4x-2y-8=0; C,=x*+y +8x+6y+8+12=0

26.- Dadoslos puntos A(0,-3) y B(4,1), calcular:

a) Laecuacién de lacircunferenciaen laque A y B son extremos de un diametro

b) La ecuacion de larectatangente ala circunferencia anterior en A

C) La ecuacion de la circunferencia concéntrica con la anterior tangente la recta
r=4x-3y-6=0
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27.-

28.--

29.-

30.-

31.-

32.-

33.--

35.-

36.-

37.-

38.-

Halla la ecuacion de la circunferencia circunscrita a triangulo cuyos lados estan sobre las
rectasr=x-2y+1=0, s=x+3y-14=0 , t=2x+y-3=0

Escribe la ecuacion de una €lipse cuya sumade distancias alos focos (8,0) y (-8,0) vale 20.

Halala ecuacion de la hipérbola cuya diferenciade distancias a(3,0) y (-3,0) es4

Escribe la ecuacion reducida de la hipérbolaen laque unade las asintotas es y = % X Y quepasa

por e punto (4\/5)

Escribe la ecuacion de una elipse con un foco en @ punto (-15,0) y un vértice en € punto (17,0)

Calcular e lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto (1,0) y de la recta
r =x+y=0. Clasificar laconicaresultante y obtener su veértice y la ecuacion de su gje.

Calcular laecuacion y los elementos de la conica de excentricidad e = 0°6 y que tiene un foco
en € punto (-3,0)

Calcular laecuacion y los elementos de la conica de excentricidad e = 1’5 y que tiene un foco
en e punto (-3,0)

Una hipérbola equil dtera pasa por e punto P(3,+/5). Halla su ecuacion y las coordenadas de los
vérticesy delosfocos.

Hallab para que 2+ by’=3 seala ecuacion de una hipérbola equil &era

Calcular la ecuacion y los elementos de la conica de excentricidad e = % y que tiene un

vértice en el punto (0,3)

Calculalos elementos de | as siguientes conicas.

a  x+16y’=25 b)  (x¥9)-(y?/16)=1 0  x¥16-y?/48=1

d  y*x=0 &  y+x=0 f) yP+x=1

0) 6y?-24x=0 hy  x¥16+y47=1 i) X2+y?-2x+2y-2=0
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Soluciones:

1.- 2x+y-8=0

2.- Eslarectaparadelaarys. 2x+2y+3=0

3.- 3x-2y+1=0

4.- X-3y+4=0 ; 3x+y-2=0

5.- Eslacircunferencia de centro (-2,0) y radio 2

6.- Eslahipébola 3x* —y* =48

7. Eslacircunferenciade centro (-2,1) y radio 4
8.- Eslacircunferenciade centro (1,1) y radio 2
9.- Eslacircunferencia de centro (0,0) y radio 2

10.- Eslahipérbolade ecuacion y= 1

X
11.- &) X*+y*4x-5=0; b) x*+y*-4y-5=0; ) x* + y?> +4x—6y—-3=0
12.- a) C(1,-1), r=5; b) C(0,1), r=3; ¢) C(1,3), r=2

13- aNo;b) S, C(%%} ,r=1;¢) Si, C(21),r=2;d) No

14.-  (x-2)*+(y-3)*=9

15.-  3x+2y-16=0

16.-  (x-1)*+(y-1)*=5

17.-  (x+1)*+(y-3)*=5.

18-  (x-2)*+y’=2

19.- A exterior, B pertenece alacircunferencia, C interior, D exterior
20.-  (X-1)%+(y-2)’=5

21-  (x-1)*+(y-1)*=13

22.- Secanteenlospuntos(1,1) y (3,3)
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23- 22

24.- Paraa= -3, tangenteen (-1,-1); paraa = 7, tangente en (3,1)

25.- a) Secantesen (3,1) y (0,4) ; b) interiores ; c) tangentes exterioresen (-1,-1)
26.- a)X*+y* —4x+2y-3=0 b)x+y+3=0 C)X°+y*—4x+2y+4=0

27.- X +y*—-4x-8y+10=0

2 2
8- > Y _
100 36
2 2
29- X Y 4
4 5
XZ
30 —-y*=1
) y
2 2
31.- X +y—=
289 64
. 202, 2 3 1 .
32.- Pardbola x° x“+y —2xy—4x+2:O;V[Z,—Zj ;ge=x—-y-1=0
2 2
33- Elipse =+ -1
25 16
2 2
34- Hipébola 2 —Y -1
4 5
2 2
3B Y g
4 4
36.- b=-2
2 2
37- XY 4
16 9
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