IOMA

ALGUNOS TIPICOS
DE ECUACIONES
FUNCIONALES

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Francisco José Valladares Herrera
13/02/2023



RESUMEN TEORICO

Una ecuacién es, por definicion, una igualdad entre expresiones algebraicas donde
aparecen una o mds variables, llamadas incégnitas. Resolver la ecuacion es encontrar
todos los posibles valores de las incégnitas para los que la igualdad es cierta. Pero... ;qué es
una ecuacion funcional entonces?

DEFINICION (ECUACION FUNCIONAL)

Una ecuacion funcional es una ecuacién en la que la incégnita no representa a un nimero sino a una
funcion.

Por ejemplo, podemos preguntarnos queé funciones f cumplen la igualdad
flz+1)=f(z) +1

para todo valor de 2. La incognita en esta ecuacion funcional no es Z sino f. Una solucién

es elegir f(x) = x para todo numero natural € N. Esto nos dice que
fle+1)=2+1, fle)+1=a+1,

luego esta eleccion de f cumple la igualdad propuesta. Si ahora pensamos que la variable

T no es un numero natural sino real, entonces otra solucion es la funcion parte entera

f(z) = |z], ya que se cumple que |z + 1] = ||+ 1 para todo z € R.

¢Cudl es la clave para resolver ecuaciones funcionales?

Teniendo en cuenta el dominio de la funcion, muchas veces podemos entender una
ecuacion funcional como un sistema de ecuaciones, donde las pistas de cada ecuacion te lo
va a dar cada valor que imagines darle a “x”. Es sumamente importante entender el “para
todo” que a veces dan como informacion en la ecuacion funcional.

La clave es entender tus posibilidades y hacer los cambios necesarios para hallar f(x).

A continuacion vamos a ver unos cuantos trucos que pueden ser muy utiles de cara a las
olimpiadas.
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Algunos trucos:
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TRUCO 1: Cuando solo te aparece una variable “x” en la ecuacion, tendrds que hacer al
menos dos cambios x= u(t), y x=v(t), de tal forma que obtengamos un sistema de
ecuaciones con f{t).

TRUCO 2: Si tienes dos variables “x” e “y” es comtn hacer el cambio x=0, 0 y=0, 0 x=1, 0 y=1,
para obtener alguna pista de la funcién, pero lo que es seguro es que tendrds que hacer un
cambio y=u(x), de forma que te quede una sola expresion que dependa de una variable.

TRUCO 3: Si tenemos la expresion f (u(x)) = f (v(x)), solo podemos afirmar que u(x) = v(x) si
demostramos antes que f es inyectiva. Para demostrar que algo es inyectivo, has de
demostrar que, si f(a)=f(b) entonces a=b.

TRUCO 4: Si ninguno de los trucos anteriores te sirvieron, prueba por tomar una funcidon
auxiliar g(x) en la que metemos f(x), a veces esto es necesario para simplificar expresiones.

TRUCO 5: A veces la paridad de una funcion te da la clave. Por ejemplo, si f{x)? = x f(x), te
tienes que fijar que la igualdad de la izquierda es par (todo estd con exponentes pares), por
tanto la igualdad de la derecha deberia de ser par también, para ello necesariamente f(x)
tiene que ser impar (y de aqui, podemos decir que al ser impar cumple f(-x)=- f(x), etc. )

TRUCO é6: Si una funcion f: A — R es sobreyectiva, entonces existird siempre un valor “a’,
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tal que f(a) =0. Este argumento es muy util para utilizar “a” y “f(a)” en la propia ecuacion.

TRUCO 7: Aplicar la ecuacion funcional de Cauchy: Si f(x +y) = f(x) + f(v), entonces existe

“o_ )

un “m” real tal que f(x)=mx, para todo “x” racional.

TRUCO 8: Si sabes intuitivamente que la tinica solucion es “f(x) = pitopito”, tienes que
demostrar por Reduccién al Absurdo que, efectivamente, no podria ser de otra forma.
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PROBLEMAS

Problema 1 (Nivel 1/5)
Halla todas las funciones reales que cumplan:

f(z) +2f(—z) = (1 + 2)* paratodoz € R.

Problema 2 (Nivel 1/5)

Encontrar todas las funciones f : R — R tales que

22 f(z) + f(1 — 2) =22 — 2

Problema 3 (Nivel 1/5)

Encontrar todas las funciones reales f, de variable real, que satistacen la ecuacion funcional
flz+ flz+y) =f(2z) +y

cualesquiera sean z, y reales.

Problema 4 (Nivel 2/5)
Hallar todas las funciones f : R — R que verifican que

f(@® — ) = (= —y) (f(=) + f(y))

para cualesquiera z,y € R.

Problema 5 (Nivel 2/5)

Encontrar todas las funciones f : R — R que verifican que

f((z —9)*") = f(2)* = 22f(y) + ¥’

para cualesquiera z,y € R.

Documento creado por: Francisco José Valladares Herrera, con fin unicamente diddctico para
la preparacion de las Olimpiadas de Matemdticas Andaluzas (OMA).



Problema 7 (Nivel 2/5)
Hallar todas las funciones f : (0,00) — R que cumplen que existe A > 0 con f(A) = 1 tal que

11w +1 ()1 () = 2sten

para cualesquiera x,y € R.

OME 2006. Problema 4.

Problema 8 (Nivel 3/5)

Hallar todas las funciones f : Z — 7 que verifiquen
flz+ f(y) = f(z) —y

para cualesquiera nimeros enteros z,y € Z.

OME 2004. Problema 3.

Problema 9 (Nivel 3/5)

Demostrar que si una funcion f : Z — Z cumple que

f(m®+ f(n)) = f(m)*+n

para cualesquiera m,n € Z, entonces f(n) = n para todon € Z.

Problema 10 (Nivel 3/5)

Hallar todas las funciones f : R — R que cumplen que

f(:c)+f( ! ):m

1—=x

para cualquier € R distinto de 0 y de 1.
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Problema 11 (Nivel 3/5)

Hallar todas las funciones f : R — R que cumplen las siguientes dos condiciones:

flz +y) = f(z) + f(y),
flz-y) = f(z) - f(y),

para cualesquiera z,y € R.

Problema 12 (Nivel 3/5)

Hallar todas las funciones f : R — R que verifican que

f(ef(z)+ fy) = f(=)* +y

para cualesquiera z,y € R.

Problema 13 (Nivel 3/5)

Hallar las funciones f: R — {—1,0,1} — R que cumplen la ecuacion

para cualquier z € R — {—1,0,1}.

Olimpiada Iberoamericana 1987. Problema 1.

Problema 14 (Nivel 4/5)

Demostrar que no existen funciones f : N — N tales que

f(f(n)) =n+1

para cualquier ntimero natural n € N.

OME 2000. Problema 6.
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Problema 15 (Nivel 5/5)

Hallar todas las funciones f : R — R que cumplen que

(f(2) + f(1) (f(u) + f(v)) = flzu —yv) + flav + yu),

para cualesquiera x, y, u, v € R.

Olimpiada Matemdtica Internacional, 2002. Problema 5.
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SOLUCIONES

(El paso final en la resolucion es muy importante para resolver una ecuacion funcional: cuando
obtenemos las soluciones, es necesario comprobar que se trata efectivamente de soluciones. Esto es
lo mismo que pasa en ecuaciones numéricas y, en caso de las olimpiadas, suelen perderse puntos por

no comprobar).

Problema 1 (Nivel 1/5)

Hagamos la sustitucion & - —&. Esta nos dice que
f(—z) +2f(z) = (1 + z)°, paratodoz c RR.

Fsta es una nueva ecuacion funcional que podemos usar junto con la Dl‘iginal, De
hecho, en ambas f aparece sélo en los términos f(a;) y f(—(l:) Podemos entonces
resolver el sistema lineal que forman ambas ecuaciones como si f(:c) y f(—m) fueran

las incognitas:

Fa) + 2f () = (L) [ Fe) = 2070 = e
2f(a) + f(-2)=(1 - m)g} v

_ 2042 -(1-x)’ _ 2?i6e il
f(—=) = 3 =" 3
El valor de f(—) no nos interesa en realidad, pues hemos demostrado que la tinica
solucién posible a la ecuacién original es f(x) = igﬁ_l Es necesario comprobar que
se trata de una solucidn, para lo que verificamos la ecuacion funcional del enunciado
para esta eleccién de f:
#?—6x+1 a+6z+1

flx)+2f(—=) = 3 +2 3 =z? + 2z + 1= (z+1)~
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Problema 2 (Nivel 1/5)

Fijémonos que la ecuacion nos relaciona f(x) y f(1— z) de forma lineal. Dado que 1 — (1 —¢) = ¢, podemos
sustituir z =ty x = 1 — ¢ por separado y obtener:

Cr)+ f(1—t)=2t—1t*
(1-8°fA-t)+f) =21-1) - (1-1°

Ahora podemos ver esto como un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas f(t) y f(1 —1), v los
coeficientes son funciones de ¢. De la primera ecuacion podemos despejar f(1 — ) y sustituirla en la segunda.
Nos queda:

(L—t)?[2t—t' —Ef(t)] + f(t) =2(1—t) — (1 —t)*

[F(1=t)P+1] ft)=2(1—t) — (1 —t)* — (1 —t)*- (2t — t*)
[—t4 263 — 2 1) f(t) =15 — 265 + 23 — 22 41
Haciendo la divisién, podemos ver que £ — 2t° 4 2¢% — 2% 11 = (= +1)(—t* +2t* — 12 + 1), asi que sacamos
flt)y=—-t*+1.
Es necesario ver que esta funcion en efecto cumple la funcional:

P2l +1-(1—z)2=2?-241-14+22—22 =22 2!

Problema 3 (Nivel 1/5)

Como la ecuacion se debe cumplir para cualquier valor de z y de y, podemos poner z = 0 y obtener que
f(f(y)) = f(0) + y. Esto nos dice que es biyectiva, esto es, sobreyectiva e inyectiva:

En efecto, es sobreyectiva si para cada valor t real encontrar algo con f(algo) = t. Poniendo y = ¢ — f(0) lo

encontramos: f(f(f — f(O))) = f(0)+(t - f(0)) =t.

Para ver que es inyectiva, se tiene que ver que si a # b, entonces f(a) # f(b). Dicho de otra mane-
ra, si f(a) = f(b), entonces a = b. En nuestro caso eso pasa, ya que si suponemos f(a) = f(b), tenemos

f0)+a= f(f(a)) = f(f(b)) = f(0) + b, que nos implica a = b.

Ahora volvemos a la ecuacion original y ponemos y = 0. De aqui sacamos f(z + f(z)) = f(2z). Como la
funcién es inyectiva, debe pasar que los argumentos coincidan: z + f(z) = 2z, de donde sacamos f(z) = .

Asi pues, la funcién soluciédn, si existe, tiene que cumplir f(x) = 2 para cada x, asi que esté determinada. Solo
falta comprobar si nuestro unico candidato a solucién lo es o no, y en este caso lo es porque z+ (z+y) = 2z +y.
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Problema 4 (Nivel 2/5)

Haciendo & = ¥, se tiene que f(0) = 0y, haciendo ahora y = 0, se tiene que f(z2) = z f(x), de donde
deducimos que f es una funcién impar, es decir, f(—x) = — f(x). Por tanto, haciendo el cambio y > —yen la

ecuacidn original, se tiene que
(z —y)(f(2) + f(¥) = f(z® = y*) = f(2° + (—y)*) = (& +y)(f(2) - f(y))

Desarrollando el primer y el ltimo término e igualdndolos, se tiene que z f(y) = yf(x) para cualesquiera z,y € R,
de donde tenemos que f(x) = zf(1) y hemos probado que las soluciones de la ecuacion del enunciado tienen que ser
de la forma f(x) = Az para algiin A € R. Como estas funciones cumplen dicha ecuacion, deducimos que son todas las

soluciones.

Problema 5 (Nivel 2/5)

Haciendo & = y, tenemos que 2z f(x) = f(:rz) +x? — £(0) y, como el miembro de la derecha es par, el

de la izquierda también debe serlo, de donde deducimos que f es impar. Si consideramos la funcion impar

g(xz) = f(z) — z y sustituimos f(z) = g(z) +  en la ecuacion original, llegamos a que g cumple la ecuacion
funcional g((z — y)?) = g(x)? + 2zg(z) — 22g(y). Haciendo = 0 en esta Giltima ecuacion, tenemos que

9(y?) = g(0)? para todo y € IR, es decir, g es constante en el intervalo [0, o) y, como es impar, es constante en todo
R, pongamos g(z) = a para cierto @ € Ry, en sustituyendo en la ecuacion funcional de g, se cumple que a = a’

luego @ = 0 6 @ = 1. Deshaciendo ahora el cambio de funcion, las tnicas posibles soluciones para f son f(z) =z y
f(z) = x + 1y es facil comprobar que ambas cumplen la ecuacion del enunciado.
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Problema 7 (Nivel 2/5)

. . A ., .
En primer lugar, haciendo y = - en la ecuacion funcional, llegamos a que

ﬂﬂf(g)—l.

lo que nos dice que f(z) # 0 para todo z € (0, 00). Haciendo ahora y =  en la ecuacion funcional, obtenemos que
A 2
2
e =1(2)

luego, combinando estas dos igualdades,
A\ 2
fla)' = f(w)gf(—m) =1

De aqui deducimos que, para cada x € (0, 00), se tiene que f(x) = 16 f(x) = —1. Ademds, la igualdad
f(.?:)f(%) = 1 nos dice ahora que f(z) = f(%) para todo z € (0, 00). Usando esto en la ecuacion original, no es
dificil ver que

f(zy) = f(x) f(y)

para cualesquiera z, y € (0, 00), es decir, f es multiplicativa. Tomando y = 2—2 en esta tltima ecuacion y usando que
f(z) = f(% ), deducimos que f(ﬁ%) = 1 para todo z € (0, 00), lo que nos dice que f es constante uno. Como
cumple la ecuacion original, deducimos que f(x) = 1 es la unica solucion al problema.

Problema 8 (Nivel 3/5)

La funcién f es sobreyectiva ya que en la ecuacion funcional el miembro de la derecha toma todos los valores
enteros al mover x e y. Por tanto, existe g tal que f(yg) = 0y, sustituyendo y = gy en la ecuacion, tenemos que

yo = 0, de donde f(0) = 0. Haciendo ahora = 0 en la ecuacion, se tiene que f(f(y)) = —y, lo que prueba que f
es inyectiva ya que si f(a) = f(b) para ciertos a, b € 7Z, entonces —a = f(f(a)) = f(f(b)) = —by a = b. Dado
a € Ztal que f(a) = 1y sustituyendo y = a en la ecuacion original, tenemos que f(z + 1) = f(x) — a para todo
x € Z, de donde se deduce que f(z) = f(0) — ax = —ax y, por tanto, @ = £1 ya que si @ # +1, entonces f no
seria inyectiva. En consecuencia, las Umicas posibilidades para f son f(x) = 'y f(x) = — para todo & € Z. Como

ninguna de estas dos funciones cumple la ecuacion del enunciado, deducimos que no existen tales funciones.
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Problema 9 (Nivel 3/5)

La ecuacion funcional nos dice que f tiene que ser sobreyectiva ya que el miembro de la derecha toma
cualquier valor entero al variar m,n € Z. Tomando ng € Z tal que f(ng) = 0y sustituyendo n. = ny, tenemos que

ng = 0y, por tanto, f(0) = 0. Asi es claro que f(m?) = f(m)? para todo m € Z y, en particular (para m = 1)
tenemos que f(1) = f(l)2 luego f(1) =006 f(1) = 1. La primera opcion no es posible ya que hemos probado que el
Unico entero que tiene imagen cero es el propio cero, luego f(1) = 1. Tomando en la ecuacion original m = 1, se sigue
que f(f(n) +1) = f(n) + 1 luego f(2) = f(f(1) +1) = f(1) + 1 =2,

f(3) = f(f(2) +1) = f(2) + 1 = 3y, reiterando el proceso, se prueba que f(n) = n para todo n € N. Para ver
que esto también es vélido para los negativos, observemos que f (Tn,)2 =f (m2) =f (—m)2 luego

f(—=m) = £ f(m) v, si probamos que f es inyectiva, tendriamos que f(—m) = — f(m) y habremos terminado. Para

ver que es inyectiva, haciendo m = 0 en la ecuacion original, f(f(n))) = n luegosi f(a) = f(b) para ciertos

a,b € 7, tendremos que f(f(a)) = f(f(b))ya =b.

Problema 10 (Nivel 3/5)

Consideremos la funcion g(z) = . que cumple que

1 r—1
o(o(e)) = T =
a(g(9(x)) = — ==

1
flg(z)) + f(g(g(2))) = 9(z) = T——
Volviendo a sustituir en esta illtima ecuaciéon x por g(), obtenemos
Flolg@) + 1(z) = glo(a) = T~

Asi, estas dos ultimas ecuaciones junto con la ecuacion inicial nos permiten formar el sistema de tres ecuaciones lineales

con incognitas f(z), f(g(x)) v f(g(g(z))) siguiente:

f(2) + Flg(e)) = 2
Fla(e)) + Flola(a))) = ——
Flalo(@) + f(z) = 21

que puede resolverse (nos interesa solo el valor de f(x)) dando lugar a

2 —z+1
flz) = 2(x — Dz
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Problema 11 (Nivel 3/5)

La primera ecuacion es conocida como la ecuacion de Cauchy y nos dice que existe m € IR tal que
f(z) = ma para todo & € Q. Ahora bien, sustituyendo & = y = 1 en la segunda ecuacion, obtenemos que
f(1) = £(1)% conlo que (1) = 0o bien f(1) = 1.Si f(1) = 0, entonces sustituyendo y = 1 en la segunda

ecuacion, obtenemos directamente que f(z) = 0 para todo z € R.

Supongamos entonces que f(1) = 1, luegom = 1y f(x) = x para todo z € Q. Si probamos que f(x) es creciente
(es decir, f(a) > f(b) cuando @ > b), tendremos que f(x) =  paratodo = € R (;por qué?). Dado t > 0,
expresemos t = a’ y, haciendo & = y = a en la segunda ecuacion, tenemos que

f(t) = f(a®) = f(zy) = f(=)f(y) = f(a)* > 0, luego f aplica reales positivos en reales positivos. Dados

a,b € Rcona > b, podremos expresar a = b + ¢ para cierto ¢t > 0, luego

f(a) = f(b+t) = f(b) + f(t) > f(b), 1o que nos dice que f es (estrictamente) creciente y, por tanto, f(z) = x
para todo z € R.

Esto prueba que las tnicas soluciones son f(x) = 0y f(z) = =, que trivialmente verifican las dos ecuaciones.

Problema 12 (Nivel 3/5)

Haciendo z = 0, tenemos que f(f(y)) = f(0)2 + . Por otro lado, f es sobreyectiva a la vista de la
ecuacion funcional va que el miembro de la derecha toma cualquier valor real al variar e y. Por tanto, existira ¢ € R

tal que f(xzo) = Oy, sustituyendo & = y = z en la ecuacion, tenemos que zo = f(f(xo)) = F(0)? + x0. de
donde f(0) = 0y f(f(z)) = z para todo z € IR. Ahora bien, sustituyendo % = 0 en la ecuacion inicial, tenemos que
f(zf(z)) = f(x)?y. haciendo el cambio = + f(x) en esta tltima igualdad, se llega a que f(zf(z)) = z2 luego
f(z)? = x? para todo = € R.

Finalmente, probaremos que las unicas posibilidades son f(x) = z paratodo € R 6 f(x) = —x paratodo z € R.
Por reduccion al absurdo, si asi no ocurriera, existirian ¢, yo # 0 tales que f(2¢) = 2oy f(y0) = —¥o ¥,
sustituyendo estos valores en la ecuacion inicial, tendriamos que f (:Eg —Yp) = .:c% —+ yo donde tenemos dos
posibilidades f(z2 — yo) = 2 — yo 6 f(z2 — yo) = —x2 + yo (por ser f(z)? = x? paratodo z € R). Enel
primer caso, se llega a que yg = 0y en el segundo a que g = 0, pero habiamos supuesto que xg, yo 7 0.

Por tanto, las Unicas soluciones de la ecuacion del enunciado son f(z) = z y f(z) = —=z.
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Problema 13 (Nivel 3/5)

Consideremos la funcion auxiliar

€T

]_i
QO]R—{—I,O,I}—}]R—{—].,O,].}, QO(CE): 1+$

)

que cumple que p(p(z)) = .

La ecuacion inicial se puede escribir como f(x)2f(¢(x)) = 64a. Si sustituimos z por (), obtenemos que
f(e(z))? - f(x) = 64¢p(x), con lo cual tenemos el sistema

{f(w)gf(w(m)) = 64z,
flo(z))* f(z) = 64¢(x).

Elevando la primera igualdad al cuadrado y dividiéndola por la segunda (que no se anula ya que  # =*1, luego

@(x) # 0)llegamos a que f(&:)?’ = 64 f(i) , de donde podemos despejar

73&327 3$2(1+m)
fz) = cp(ac)_4 11—z

Puede comprobarse que esta funcion esta bien definida para ¢ # —1 v satisface la igualdad del enunciado, luego es la
unica solucion al problema.
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Problema 14 (Nivel 4/5)

La igualdad f(f(n)) = n + 1 nos dice que cuando encontramos f aplicada dos veces
al mismo niumero, el resultado es el niimero mas 1. Vamos a tomar f aplicada tres veces

al mismo ntimero N y calcular esto de dos formas distintas:

F(f(f(n))) = f(n) +1
f(f(f(n)) = f(n+1)

En la primera, hemos aplicado la ecuacién funcional sustituyendo 1+ f(n) y en la
segundd hemos aplicado f a los dos miembros de la ecuacion funcional. Por tanto,
deducimos que f(n +1)= f(r)+ 1 para cualquier » € N. Esta es una nueva
ecuacion funcional que también debe cumplirse. Sustituyendo en esta tltima

n=1,2,3,... tenemos que
f@)=r+1, fB)=72)+1, j4)=f3)+1,...

Como cada imagen se obtiene de la anterior sumando una unidad, llegamos a que los
valores de f forman una progresion aritmética y se cumple que f(n) = f(1) +n —1
para todo n € N. En resumen, hemos probado que si f es una solucion de la ecuacién
original, entonces f(n) =n + a — 1 para todon € N, siendo a = f(1).

Para responder al enuncado bastara ver que estas funciones no cumplen la ecuacion

original y para ello sustituimos el valor de la funcion en la ecuacion:
f(fn)=fn+a—-1)=n+a—1)4+a—1=n+2a—2

Si esta ultima expresiéon debe ser igual a n+1 para todo m € N, entonces
necesariamente 2a — 2 = 1, de donde despejamos f(1) = a = % Esto contradice que

la funcién debe tomar valores naturales.
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Problema 15 (Nivel 5/5)
Haciendo ¢ = y = u = v = 0, tenemos que 4f(0)? = 2£(0). de donde f(0) = < o bien f(0) = 0. Si
f(0) = 5. entonces haciendo = y = u = 0, llegamos a que f(u) = 5 para todo u € IR. Por otro lado, si

f(0) = 0, haciendo y = v = 0, tenemos que f(x)f(u) = f(xu) para cualesquiera u, x € IR, es decir, f es
multiplicativa. Por tanto, f(1) = f(1-1) = £(1)?, de donde f(1) = 06 f(1) = 1.Si f(1) = 0, entonces
f(z) = f(z-1) = f(x)f(1) = 0 para todo x € R.

Por tanto, descartando las soluciones constantes f(z) = 0y f(z) = 3, podemos suponer que f(0) = 0y f(1) = 1.
Tomando x = y = 1 en la ecuacién original, llegamos a que

2f(u) +2f(v) = flu+v) + flu—v),

y, para u = 0, tenemos que f(v) = f(—v), es decir, f es una funcion par. Usando esto y tomando & = ue y = —v
en la ecuacion original, obtenemos que

Fu? + %) = (f(u) + F(v))".

En particular, tenemos que f(a) > 0 para todo z > 0, luego podemos considerar la funcion auxiliar
g:[0,00) — [0, 00) dada por g(z) = 4/ f(z). Tomando @ = u? y b = v?, la ecuacién anterior se escribe como

gla+b) =/ f(u? + %) = f(vVa) + f(Vb) = y/ f(a) + 1/ F(b) = g(a) + g(b),

donde hemos usado que f(z?) = f(x - ) = f(z)?y, por tanto, v/ f(x) = f(+/x) para todo z > 0. Ahora bien,
esto nos dice que g es aditiva luego existe m € N tal que g(x) = m - z paratodo x € Q, z > 0y, como

g(1) = 4/ f(1) = 1, tenemos que m = 1. Si demostramos que f es creciente en [0, 00), entonces también lo serd gy,
por tanto, g(z) = z paratodo z € [0, 00), luego f(x) = x2 para todo = € [0, 00) y, como f es par, f(x) = z? para
todoz € R.

Veamos entonces que [ es creciente y habremos terminado. Para ello, dados @ > b > 0, expresando a = u? + v2,

b = u? para ciertos u,v € R, y usando lo que hemos probado anteriormente, tenemos que
2 2 2 2 2 2
fla) = f(u® +v?) = (f(u) + f(v))" = f(u®) +2f(uv) + f(v°) > f(u®) = f(b),
donde hemos usado que f es multiplicativa.

Deducimos que las tnicas soluciones son f(z) = 0, f(z) = 5 v f(z) = @2, que puede comprobarse ficilmente que

verifican la ecuacion inicial.
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