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TEMA 1: TEORIA DE NUMEROS.

Leccion 0. Numeros enteros e induccion matematica

Nuestro principal objeto de estudio son los nimeros naturales, que son los niimeros mas
sencillos (los que se usan para contar) y que denotaremos por

N ={1,2,3,4,5,6,7,8,...}

Asi, N es un conjunto en el que se puede sumar y multiplicar, es decir, si sumamos o
multiplicamos dos niimeros naturales obtenemos otro nmero natural. El problema surge
cuando queremos restar niimeros naturales: por ejemplo 5 — 3 es el niimero natural 2
pero 3 — 5 no puede ser ningiin niimero natural. Se crea de esta forma la necesidad de
ampliar nuestro conjunto de niimeros a los enteros 7, ampliacién que consiste en anadir
los opuestos de los naturales junto con el cero. Esto lo escribimos como

Z={...,—5—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}.

Aqui no termina la cosa pues, si bien ahora podemos sumar, restar y multiplicar ntimeros
enteros y el resultado sigue siendo un niimero entero, no podemos dividir dos niimeros
enteros cualesquiera; por ejemplo 21 : 7 =3 6 (—48) : 8 = 6 son nimeros enteros pero
1:2 no puede ser ningiin nimero entero. Este impedimento vuelve a arreglarse
considerando los ntimeros racionales o fraccionarios (Q, que son los niimeros de la forma
%, donde a y b son nimeros enteros, que se llaman numerador y denominador de la

. r a - . .
fraccion 3 respectivamente. No obstante, no es posible que el denominador sea cero (no se

puede dividir por cero), lo que nos lleva a excluirlo como denominador. Con mayor rigor
matematico, esto se resume en la siguiente definicion

Q—{%:a,bez,b;&o}

(se lee: (D es el conjunto de los nimeros de la forma %, donde a y b son niimeros enteros y

b es distinto de cero). Observemos que N C Z C (), es decir, los niimeros naturales estan
contenidos en los nameros enteros que, a su vez, estan contenidos en los numeros
racionales. Es posible completar este esquema con conjuntos mas grandes de numeros,
como los niimeros reales R 6 los niumeros complejos C, pero el objetivo de esta seccion se
centra en N, Z y Q; concretamente en N, de donde pueden obtenerse los demas mediante
las cuatro operaciones basicas.

Principio de induccién
La propiedad fundamental que define al conjunto N es la propiedad de induccién. Esta
nos dice que si A es un conjunto de niimeros naturales que cumple que

a. A contiene al uno.
b. Si A contiene a un niimero N, entonces también contiene an + 1.

Entonces A contiene a todos los niimeros naturales.
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Es facil darse cuenta de por qué este principio es cierto. Supongamos que un conjunto de
nimeros naturales A cumple las condiciones (a) y (b) anteriores y cojamos un nimero
natural: el 5, por ejemplo. Para responder a la pregunta de si 5 pertenece a A, razonamos
como sigue: seglin (a) tenemos que 1 € A, de que 1 € A deducimos que 2 € A usando
ahora (b), volviendo a usar (b) (y como 2 € A) tenemos que 3 € A; usando (b) dos veces
mas tenemos que 4 € A y 5 € A. Es obvio que este proceso se podria haber hecho con
cualquier numero natural en lugar de 5, aunque hubiera sido mas tedioso escribir todos
los pasos.

La principal utilidad del principio de induccidn es que nos permite demostrar una gran
cantidad de propiedades concernientes a nimeros naturales. Concretamente, si P(n) es
una afirmacién para cada ntimero natural n y probamos que P(1) es cierta y que si P(k)
es cierta también lo es P(k + 1), habremos probado que P(n) es cierta para cualquier
ntimero natural 1. Esto es consecuencia de tomar en el principio de induccién 777 el
conjunto A como el conjunto de los ntimeros naturales k para los que P(k) es cierta.
Veamos como se aplica todo esto con un ejemplo.

Ejercicio resuelto

Demostrar que, para cualquier niimero natural n, se cumple que

1
1+2+...—|—n:§n(n+1).

Solucién. En este caso, la afirmacién P(n) es 14+2+...+n = %n(n + 1); por

ejemplo,

1-(14+1) P(2) —1+4+2=+-2-(2+1)
P3)—1+2+3=5-3-3+1) P(4)—1+2+3+4=3-4-(4+1)

es decir, la formula que queremos probar para un valor concreto. P(1) es cierta ya que
ambos miembros de la igualdad toman el valor 1. Supongamos que k es un ntiimero
natural para el que P(k) es cierta, es decir, tal que se cumple que

1+2+...+k= %k(k +1) y veamos que P(k+ 1) es cierta, es decir, tendremos
que probar que 1 +2+ ...+ (k -4 1) = %(k = 1) (k = 2). Observemos que

1+24... 4+ (k+1)=(0+2+...+k) +(k+1)
:;k(k+1)+(k+1):;(k+1)(k+2),

lo que nos da la demostracién buscada. Obviamente, hemos tenido que usar que P(k)
es cierta para probar que también lo es P(k+ 1) y es por esto que suele llamarse
hipétesis de induccion a la suposicion de que P(k) es cierta (si no usaramos la

hipotesis de induccion, no estariamos demostrando el enunciado por el principio de

induccion).

Conviene aqui resaltar que no es usual ni necesario especificar con tanto detalle las
demostraciones en que se usa el método de induccién ni tampoco es necesario usar la
variable genérica m y cambiarla a otra variable k cuando se pasa al caso concreto. La
solucion del problema anterior podria escribirse mucho mas resumida pero igualmente
valida de la siguiente manera.

Pagina 3



TEORIA DE OLIMPIADAS MATEMATICAS | 2023 /24

Solucion. La igualdad es cierta para 1 = 1 pues ambos miembros son iguales a 1.
Supuesto que es cierta paran € N, para n + 1 tendremos que

1+24...4(m+1)=1+2+...+n)+(n+1)
_ %n(n+1)—|—(n—|— 1) = %(n+1)(n+2),

lo que prueba por induccién la igualdad del enunciado.

Ejercicio propuesto

Comprobar que, para cualquier numero natural 12, se cumple que
al?+ 224 ... +n’=gn(n+1)(2n+1)
b. 13+ 23+ ... +nd = n’(n+ 1)

2 n__ ztl1 . g
cl+z+2°+...+ 2" = £ para cualquier niimero real  # 1.

Otro caso en el que vamos a usar el principio de induccién y que conviene destacar ahora
es el calculo de la suma de los términos de una progresién aritmética y de una progresion
geométrica.

a. Una progresion aritmética es una sucesion de nimeros en la que la diferencia entre dos
términos consecutivos es constante (por ejemplo, la sucesion 1,5,9,13,17, ..., donde
la diferencia es 4). Las progresiones aritméticas vienen determinadas por el término
inicial y la diferencia: si el término inicial es a; y la diferencia es d, los siguientes
términos seran @y — a; +d, a3 —=as+d = ay; +2d, as = ag +d = a1 + 3d, etc,...
y, en general, a, = a; + (n — l)d. La suma de los términos de esta sucesion esta dada

por
a+(a+d)+...+(a+(n—1)d)=na; +d(1+2+...+(n—1))
:na1+;dn(n1),

donde se ha usado la férmula del ejercicio resueltoparal +2 +... +n.

b. Una progresién geométrica es una sucesiéon de nimeros en la que cada término se obtiene
multiplicando el anterior por una constante, que se llama razon de la progresion (por
ejemplo, la sucesion 1,2,4,8,16,... donde la razon es 2). Las progresiones
geométricas vienen determinadas por el término inicial y la razén: si el término inicial
es @1 y la razén es 7, los siguientes términos seran @z — 7Tdy, A3 — rda — 7‘201,

n—1

a4y = rag = 7‘30,1, etc,... y, en general, a, = 7" "a;. La suma de los términos de esta

sucesion esta dada por

r*—1 Apy1 — ag
- 7
r—1 r—1

ay+rag+ria ..o+ lay =a (1t r+rt b ) =

donde se ha usado la férmula del apartado c del ejercicio propuesto anteriormente.
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Leccion 1. Divisibilidad

Definicion de divisibilidad, divisor y multiplo

Dados a, b € Z, diremos que a divide a b (6 que a es un divisor de b 6 que bes un
multiplo de @) cuando exista ¢ € Z de forma que b = agq. Lo denotaremos por a|b.

A continuacion recogemos algunas propiedades elementales de la divisibilidad de
nimeros, cuya comprobacion es inmediata y se deja como ejercicio. Dados a, b, ¢ € Z,
demostrar que

e Sia

b, entonces |a| < |b|
. Sia,|byb
e 5i a|by a|c, entonces a|(b + C).

C, entonces a|c.

e Sia

b, entonces albm para cualquier & € Z.

Algunos casos concretos de divisibilidad conviene tenerlos en cuenta pues dan lugar a
algunas confusiones.

¢ Todos los ntimeros enteros dividen a cero, mientras que cero solo se divide a si mismo.
Esto se deduce directamente de la definicion.

¢ 1y —1 dividen a cualquier niimero pero los tinicos niimeros que dividena 1y —1 son

ellos mismos. Es facil probarlo a partir de las propiedades anteriores.

Con la propia definicion no es facil saber si un numero divide o no a otro ya que
tendriamos que ir multiplicindolo sucesivamente por niimeros para ver si nos da el
segundo niimero. Necesitamos un proceso que nos muestre si es divisible o no.

Division euclidea

Dados a,b € 7, existen ¢, € Z talesque 0 < r < by
a=q-b+r

Los nameros g y 7 son tinicos cumpliendo estas relaciones. Al nimero g se le llama
cociente y a 7 resto de la division euclidea de a entre b.

Demostracién. Hagamos la demostracién cuando a, b > 0 (los otros casos los dejamos
como ejercicio). Consideremos R= {a, —th>0:1t¢c Z}. Claramente
a=a—0bcR luego R no es vacio y tiene un elemento minimo, que llamaremos
r =min R. Como r € R, existira ¢ € Z tal que 7 = a — ¢b, es decir, a = gb+ 7.
Bastara ver que 1 < b, pero si T > b, entonces 0 <r—b=a — (q =4k l)b R
contradiciendo que 7 es el elemento minimo de 7. Para probar que 7 y ¢ son unicos,
supongamos que pudiéramos escribira = gb+rya=¢b+1r' con0 <r, 7 <by
demostremos que tiene que ocurrir que 7 = 7’ y q= q'- Restando las expresiones
anteriores obtenemos 0 = (q = q’)b + (T’ = r’), de donde 7 — 7'|b, pero |’.-" = *r’| < b,
de donde necesariamente 7 — 7’ = 0 y tenemos que 0 = (¢ — ¢')b luego ¢ —q¢' =0

yaque b # 0.

Pagina 5



TEORIA DE OLIMPIADAS MATEMATICAS | 2023 /24

A partir de la proposicién es facil comprobar que a es divisible entre bsi, y solo si, el resto
de la division de a entre b es cero. Ademas, la division euclidea se puede calcular mediante
el algoritmo que todo el mundo aprende en el colegio. Por ejemplo, para dividir 4528
entre 7, tenemos que

458 2 T 1
3 8 6 5 4
} — 4582 —654-T+4
3 2
4 )

luego el cociente de la divisiéon euclidea es 654 y el resto es 4.

Visto esto, jqué ocurre con la division de numeros negativos? Observemos que, si
dividimos 8 entre 5, tenemos cociente 1 y resto 3, es decir, 8 = 1 -5 + 3. Si intentamos
dividir —8 entre 5, podemos estar tentados de escribir (—8) = (—1) - 5 + (—3) y decir
que el cociente es —1 y el resto —3 pero jel resto tiene que estar entre 0 y 4! Para corregir
esto, intuitivamente quitamos una unidad al cociente y arreglamos el resto, es decir,

(*8) = (*2) + D + 2 luego el cociente es —2 y el resto 2.

La nocion de divisibilidad nos conduce directamente a preguntarnos cuales son los
divisores de un niimero. Hasta la proxima seccién no vamos a poder responder de forma
precisa a esta pregunta; necesitaremos antes una herramienta que nos explique como son
los divisores comunes a dos niimeros. Observemos que 1 siempre es un divisor comtn a
cualquier par de ntimeros y todo divisor es menor en valor absoluto que cualquiera de los
dos ntimeros, lo que nos dice que siempre habra un mayor divisor comun.

Definicion de maximo comun divisor y minimo comun multiplo

Dados a, b € N, se llama maximo comun divisor de @ y b al mayor ntimero natural d
que cumpla que d|a y d‘b y lo denotaremos por mcd(a,, b). Se llama minimo comtin
miltiplo de @ y b al menor niimero natural m que cumpla que @ \m y b|m, y lo
denotaremos por mem(a, b).

Identidad de Bézout
Dados a,b € Zy d = mcd(a, b), existen u, v € Z tales que

d = au + bv.

Demostracién. Lo demostraremos sélo para el caso a,b > 0 pues los demas casos se
deducen facilmente a partir de este. Consideremos D = {as +bt:s,te Z} y
D" ={z € D:z > 0} Entonces D" es no vacio (yaquea=a-1+b-0€ D)y
podemos considerar h =min D™ > 0, que podremos escribir como h—=au+bv
para ciertos U, v € Z. Veamos que h = d y habremos terminado la demostracién. Por
un lado, tenemos que d\a y d|b por ser un divisor comuin luego d|h = au -+ bv luego
d < h y seré suficiente probar que h|a y h|b. Si a no fuera divisible por h, haciendo la
divisiéon euclidea de @ entre h, existiran ¢, € N tales que 0 <7 < h ya= qgh +r
luego 0 <1 =a— gh = (1 — qu)a — gbv lo que nos llevaria a quer € D" yr < h,
contradiciendo que h es el minimo. Esta contradiccién nos dice que a tiene que ser
divisible por h y, de la misma forma, se razona que b también tiene que serlo, luego h
es un divisor comtin de a y b.

Para concluir las generalidades sobre el maximo comun divisor, damos un método

bastante rapido para calcularlo. Este método se basa en la siguiente propiedad util en la

practica, cuya demostracion se deja como ejercicio.
|
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Ejercicio propuesto

Si tenemos dos niimeros @, b € Ny hacemos su divisién, obtenemos ¢, 7 € N tales que
a = bg+ 71y 0 <1 < b Demostrar que mcd(a, b) = mcd(b, T).

Algoritmo de Euclides

Sean a,b € Z cona,b > 0 y definimos la sucesion {Tn} comoT; =a, 79 =0b y tal que,
paramn > 3, 7y, es el resto de dividir 7,,_9 entre ,,_1. Entonces, existe un primer término
nulo 7y y se cumple que mcd(a, b) = TrN_1-

Demostracion. Mientras 7, sea distinto de cero, la condicién de que 7, sea el resto de
dividir r,,_1 entre r,_s nos asegura que 7, < r,_;. Como los restos son todos
numeros naturales, necesariamente habra un primer término 7y nulo (no puede haber
una sucesidon descendente infinita de ntiimeros naturales por el principio del minimo).
Ademas, el ejercicio anterior aplicado a este caso nos asegura que

mcd(a,b) = med(r — 1,73) = med(ra,r3) = ... = med(ry_2,7N—1)
=mcd(gry_1,7r— N —1) =ry_;

ya que, al ser ry = 0, la division euclidea nos dice que ry_9 = gry_; + 0 para algun
g < N.

Por ejemplo, si queremos hallar m(:d(96, 348), procedemos de la siguiente manera:

* Dividimos 348 entre 96 y obtenemos 324 = 3 - 96 + 60: el resto es 60.
¢ Dividimos 96 entre 60 y obtenemos 96 — 1 - 60 + 36: el resto es 36.
* Dividimos 60 entre 36 y obtenemos 60 = 1 - 36 + 24: el resto es 24.
* Dividimos 36 entre 24 y obtenemos 36 = 1 - 24 + 12: el resto es 12.

* Dividimos 24 entre 12 y obtenemos 24 = 2 - 12 + 0: el resto es 0. Como este ultimo
resto es el primer resto cero, llegamos a que mcd(348, 96) = 12, el ultimo resto no

nulo.

Para calcular el minimo comun multiplo de dos nimeros no hay un método tan directo.
Sin embargo, la siguiente férmula, valida para cualesquiera a,b € Z, nos permite
calcularlo a partir del maximo comun divisor:

mcd(a, b) - mem(a,b) = a - b.

Veremos una forma sencilla de demostrarlo cuando hablemos de factorizaciones, aunque
quien se atreva que la demuestre ahora.

Ejercicio propuesto
Mediante el algoritmo de Euclides, calcular mcd(a, b) en los siguientes casos:
aa=48b="172
b.a = 2463, b = 1246
c.a = 32768, b — 16554
d.a = 14511644, b — 8292368
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Leccion 2. Numeros primos y factorizaciones

Nuestro principal objetivo es determinar de alguna forma sencilla los divisores de un
nimero. Sabemos que todo niimero . € Z tiene por lo menos cuatro divisores enteros: 1
y &n. Si éstos fueran los tinicos (como por ejemplo para n = 2), el numero seria lo mas
sencillo posible en lo que se refiere a divisibilidad A estos niimeros se les llama ntiimeros
primos, nombre que proviene de miimero primero y es que los niimeros primos son los
ladrillos fundamentales de los nameros enteros. Esto quedara claro una vez que veamos el
Teorema fundamental de la aritmeética.

Definicion de numero primo
Un nimero p € N se dice primo cuando tenga exactamente dos divisores positivos, es
decir, 1 y p. En caso contrario, diremos que p es compuesto.

Es importante darse cuenta que el niimero 1 no es un nimero primo porque tiene sélo un
divisor positivo: el propio 1. En general, se puede hablar también de primos negativos: —p
es primo si, y so6lo si, p es primo. En la siguiente tabla podemos los cien primeros niimeros
primos positivos:

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29
31 37 41 43 47 53 59 61 67 T1
73 79 83 8 97 101 103 107 109 113

127 131 137 139 149 151 157 163 167 173
179 181 191 193 197 199 211 223 227 229
233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349
353 359 367 373 379 383 389 397 401 409
419 421 431 433 439 443 449 457 461 463
467 479 487 491 499 503 509 521 523 541

S5i observas la tabla, pronto descubriras que no hay ninguna regla sencilla que te permita
pasar de un primo al siguiente y es que realmente no se conoce ninguna forma sencilla de
generar los numeros primos. ;Qué hay que hacer entonces para ver si un ntimero es
primo? Pues no queda otra opcién que comenzar a dividirlo por otros numeros mas
pequenos a ver si la division es o no exacta. Tendriamos que probar con todos los nimeros
menores que el numero, pero esto se puede acortar un poco y lo vamos a ver con un
ejemplo. Imaginemos que tenemos el nimero 7919 y queremos ver si es primo: lo
dividimos porn 2, por 3, por 4, y asi sucesivamente (en cuanto veamos el Teorema
fundamental de la aritmética veremos que solo hace falta probar con los primos). Vemos
que no nos sale exacta la division por ningtn niimero, pero cuando llegamos a dividir por
88 obtenemos cociente 89 y resto 87 y, cuando dividimos por 89, obtenemos cociente 88 y
resto 87. No nos ha salido ninguna division exacta pero el cociente empieza a ser menor
que el divisor: evidentemente ya no nos saldra ninguna porque si 7919 = a-by a > 89,
entonces b < 89 y nos tendria que haber salido el factor b antes. Por tanto, 7919 es primo
(es el primo numero 1000). Todo esto se resume en la siguiente regla.

Regla para calcular numeros primos

Siun nimero 1 € N es compuesto, entonces tiene un divisor d tal que 1 < d < /n.

Los niimeros primos son los mas sencillos en todo lo que a productos y divisibilidades se
refiera. Vamos a probar que todo nimero entero se puede expresar de forma tinica como
producto de primos, pero antes necesitaremos una propiedad importante.
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Lema

Sip € N es un niimero primo y @, b € Z cumplen que plab, entonces p|a o) p‘b.

Demostracién. Supongamos que a,b € N cumplen que p|ab y p no divide a b y
probemos que pla. En efecto, en tal caso mcd(p, b) es un divisor de P que no puede ser
P (va que en tal caso p|b) luego m(:d(p, b) = 1y, por la identidad de Bézout, existen
u,v € Ztales que 1 = pu + bv luego a = apu + abv. Como plab‘u yplapu, tenemos

que p|a.

Teorema fundamental de la aritmeética

Todo ntimero natural mayor que uno se puede expresar de forma tinica como producto
de primos (salvo reordenacion de éstos).

Demostracion.

Para probar la existencia procedamos por induccién. Es obvio que 2 es un niimero
primo luego cumple el enunciado. Supuesto que todo niimero menor que 12 > 2
pueda expresarse de tal manera, consideremos n. Si 1 es primo habremos acabado
pero sino es primo es porque existen a, b € N tales que L — ab y1l<a, b<n en
cuyo caso aplicamos la hipotesis de induccién a a y a b obteniendo niimeros primos
Pis--sPr ¥ qQ1,---,¢s tales que a=py---p, y b= qq°**qs, de donde
n = P1---Prq1 - - - ¢s Y hemos expresado 1 como producto de primos.

Para la unicidad, supongamos que tenemos expresado 12 = Py - -Pr — q1 - - - g5 de
dos formas como producto de primos. Entonces p1|n = (¢, - "qs de donde por el
lema previo existe 21 € {1, soeg S} tal que p1|q@1 luego como p; 7 1 tenemos que
P1=¢q;, y podemos cancelarlo en Ila expresion de mn obteniendo
P2 Pr=(q1- - qi,—14¢i,+19s. Ahora repetimos el proceso con ps, p3, etc. Es claro
asi que debe ocurrir que 7 = § y existe una permutacién %, . . ., ¢, de los nimeros
1,...,rtal que p — @;, para cualquier k.

Si agrupamos todos los factores primos iguales de un nimero 12 > 1, podemos escribirlo
de forma tinica como
— CL€2 2
n=pi'py Py
donde los p; son primos distintos y los exponentes €; niimeros naturales. A una expresion
de esta forma la llamaremos descomposicion de 7 en factores primos y sabemos que
siempre existe.

Vamos a demostrar ahora uno de los resultados mas conocidos de Euclides que nos
asegura que hay tantos primos como queramos.

Proposicion (Euclides)

Existen infinitos ntimeros primos.

Demostracion. Razonando por contradiccion, supongamos que hay un numero finito
de primos, pongamos pPi,...,Pp, Yy consideremos el ntmero natural
N = p1ps - - - p,, + 1. Ahora bien, N no puede ser primo pues es mayor que cualquier
Pk, de donde deducimos que es producto de primos, pero ninguno de los anteriores
divide a N (en tal caso dividirian a N —p;---p, = 1) y hemos llegado a una
contradiccion.

Vamos a aplicar la misma técnica a otro caso parecido.
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Ejercicio resuelto

Existen infinitos primos de la forma 4k + 3.

Solucién. Siguiendo el razonamiento de Euclides, supongamos que hay un nimero
finito P1,...,Pn y consideremos el nimero N =p;---p, +2 si n es par 6
N = py ---p, + 4 sin es impar. En cualquier caso, como el producto de dos nimeros
de la forma 4k 4 3 es de la forma 4k + 1 y el producto de un ntimero de la forma
4k + 1 con otro de la forma 4k + 3 vuelve a ser de la forma 4k + 3 (demostrarlo), N
siempre es de la forma 4k + 3 y, como el producto de dos nimeros de la forma 4k + 1
vuelve a ser de esta forma, de entre los factores primos de [V tiene que haber alguno de
la forma 4k + 3, es decir, algtin pi, pero entonces llegamos a una contradiccion porque
tal py, tendria que dividir o bien a 2 o bien a 4, dependiendo de si 1 es par o impar, y
todos los Py, son impares.

Numeros primos entre si

Hasta ahora hemos hablado de niimeros primos y de cémo estos ayudan a comprender la
estructura de todos los niimeros. No obstante, a veces es util hablar de niimeros que son
primos con otros nuimeros, lo que significa que los niimeros en cuestion no tienen divisores
comunes distintos de £1 o bien que su maximo comun divisor es 1.

Definiciéon de numeros primos entre si

Dos nimeros a, b € 7 son primos entre si (o primos relativos) cuando mcd(a, b) =1,

es decir, cuando no tengan divisores primos comunes.

Como la misma definicién dice, si @, b e Zson primos entre si, entonces no tienen factores
- . €1 e _ 1 fs
primos comunes luego si descomponemos a =p|'---p;" y b=gqj ---q;", donde

P1y--+3Ps)4q1,--+,(s son numeros primos y los exponentes son naturales, entonces
ninguno de los factores primos p; puede ser igual a uno de los factores g;, es decir, las

descomposiciones son disjuntas.

Si ahora @ y b no son primos entre si, entonces d = mcd(a,b) > 1, pero siempre
: ' ! b . ! I : ,

podemos considerar @’ = 5 y b’ = . Estos nuevos nimeros @’ y b’ si son primos entre si

como puedes comprobar pues hemos eliminado todos los factores comunes. Esto no es

nada nuevo pues es lo que se hace normalmente al simplificar una fraccién: si tenemos el
- . a - - -

nimero racional 7 (siempre que b # 0), entonces podemos multiplicar el numerador y el

denominador simultdneamente por el niimero (distinto de cero) que queramos luego, si los
!
multiplicamos por %, llegamos a la nueva fraccion %, donde mcd(a’,b’) = 1. Esta

fraccién no puede simplificarse mas y la llamamos fraccion irreducible. Observa que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

e ay bson primos entre si.
med(a,b) =1
* No hay ningun primo p que dividaa ay a b.

e La fraccion % es irreducible.

Ejercicio resuelto

Determina los valores de 7 para los que la siguiente fraccion es irreducible:

2n +3
3n+1°
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Solucién. Queremos hallar los valores de n para los que med(2n + 3,3n+ 1) = 1.
El truco esta en transformar este maximo comun divisor wusando que
m(:d(a., b) = mcd(a, b— qa), es decir, a uno de los dos miembros podemos restarle
un multiplo del otro sin que varie el maximo comun divisor. Haciendo esto, podemos
escribir

med(2n + 3,3n + 1) = med(2n + 3,7 — 2) = med(7,n — 2)

luego el maximo comun divisor buscado es 1 6 7 ya que estos son los divisores
positivos de 7. A la vista de lo anterior, sera T cuando 1 — 2 sea multiplo de 7, es decir,
cuando 7 sea de la forma Tk + 2. Deducimos que la fraccion es irreducible si, y sélo si,
1 no es de la forma Tk + 2.

Algunas aplicaciones de la factorizacion

Vamos a usar la descomposicion de un niimero en factores primos para calcular el nimero
de divisores de un ntimero y la suma de éstos.

Supongamos que 7 es un numero natural y lo descomponemos en factores primos como
n = pl p2 -pyr, donde sabemos que pj,...,p, son nameros primos distintos y
€1,...,€p son numeros naturales. Entonces, si d es un divisor de n, se cumplira que

! - ! Y .. . I

n =d-d' para cierto d € N (que también es divisor de m). Factorizando d y d' y
multiplicando sus factorizaciones, llegamos a que d y d' tienen que tener los mismos

factores primos que 1, es decir, d = p{lpg2 -p;fr yd = p{1p§2 p;fr, donde cada fj,

puede ser cero y fk + f,; — €},. Por tanto, los divisores de 1 son los niimeros de la forma
fiph donde 0 < f}, <
pi'py’ -+ plr, donde 0 < f; < ey.

De aqui podemos sacar algunas conclusiones.

a. Si tenemos factorizado 1 = pil -+ - pyr, cada divisor de M se corresponde con elegir
fl, - ,fT tales que 0 < fk < ep para 1 < k < 7. Por lo tanto, f1 puede tomar los
valores 0,1,...,e; (un total de e; + 1 posibilidades), fo puede tomar los valores
0,1,..., ey (un total de ey 4 1 posibilidades) y asi con todos los fi. En consecuencia,

el nimero total de divisores de 1 (que es el nimero total de posibilidades) es
Numero de divisoresden — (e; +1)(ea +1)--- (e, + 1).

b. Otra forma mas ingeniosa de ver los divisores de . es que cada divisor de 1 es uno de
los monomios que surgen al desarrollar el siguiente producto:

(It+pr+pi+e+p) A2 +py+o+py) - (L+pe 4+ +p)7)

(recordemos que el producto de paréntesis se puede hacer como la suma de los productos
de elegir en cada uno de los paréntesis uno de los sumandos). Esta forma de ver los
sumandos tiene la ventaja de que el valor de la expresion anterior es realmente la suma
de todos los divisores de n y que cada paréntesis es la suma de los términos de una
progresion geométrica. Por tanto, usando la férmula de la suma de los términos de una
progresion geométrica, podemos expresar la suma de los divisores de 72 como

pi—1 py—1 pr—1
p—1 p—1 p—1°

Suma de divisores den —

Veamos como aplicar esto al caso de n = 2520 = 23.32.5.7 Como los exponentes son
3, 2,1y 1, el niimero de divisores de 2520 es (3 + 1) (2 + 1) . (1 R 1) (1 + 1) =48
la suma de éstos es

(1+2+4+8)(1+3+9)(1+5)(1+7)f15 13-6-8 = 9360.
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También tenemos la siguiente regla conocida para hallar el maximo comun divisor y el
minimo comun multiplo a partir de la factorizacion.

Calculo del maximo comun divisor y del minimo comun multiplo

fr

Supongamos que a — p‘lil -eeprry b— pll - -+ Py’ son dos numeros naturales

descompuestos como producto de niimeros primos y exponentes mayores o iguales que
cero. Entonces,

In(ld(a,, b) min(ey, f1) pmin(ez,fz) . .pmin(er,fr)

- p]- 2 T )
mcm(a, b) _ plflax(elsfl) . pénax(Ez,fz) .. .pinax{e,,f,,).

donde min(ei, f;) es el mas pequeno de los nimeros €; y fi y max(ez-, fg) el mas
grande.

La demostracion la dejamos al lector pero antes observemos que el maximo comun divisor
coincide con la regla comunes elevados al menor exponente y el minimo comun multiplo con
comunes y no comunes elevados al mayor exponente.

Para terminar, simplemente comentar que el método de la factorizacion es un buen método
tedrico en general pero en la practica es muy deficiente porque es muy dificil factorizar un
numero medianamente grande (es el mismo problema que tenemos para saber si un
numero es primo o no). Para convencernos, dejamos el siguiente ejercicio: calcular el
maximo comun divisor de 62773913 y 77075627 primero intentando factorizar y
después mediante el algoritmo de Euclides... {Suerte!.
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Leccion 3. Los numeros y sus digitos

Hay muchos problemas en los que se relacionan los ntimeros y las cifras que lo
representan en el sistema decimal. Es importante empezar recordando que un ntiimero y
sus cifras son dos cosas distintas. El niimero 1878 tiene tres cifras: el 1, el 8, el 7 y el 8, que
son cuatro miimeros que tienen sentido por si mismos y pueden estar sujetos a otras
operaciones en las que no interviene el niimero 1878. Por ejemplo, la suma de las cifras es
1+ 84 7+ 8 = 24y, para hallarla, no hemos usado el 1878 en ningtin calculo. Sabemos
también que el sistema decimal es posicional y a cada cifra le corresponde un orden
(unidades, decenas, centenas,...), de forma que el 1878 se recupera a partir de sus cifras

como
1878 =1-1000+ 8 -100+ 7-10 + 8.

Con esta expresion se puede escribir matematicamente la relacién entre un niumero y sus
cifras, lo que permite abordar la mayoria de los problemas de este tipo. Mas

explicitamente, un mimero natural IV de k cifras se puede expresar como
N =10""az_1 + 10" a2 + ... + 100az + 10a; + ay

y cada digito ag_1, a2, ..., as,a;,ap es un numero entre 0 y 9. Usualmente se suele

tomar aj_1 7 0, en cuyo caso decimos que k es el mimero de difras de V.

Ejercicio resuelto

Con tres digitos distintos se forman seis ntuneros distintos de tres cifras. Si se suman los
seis niumeros resulta 4218. Si se ordenan los seis ntimeros, la suma de los tres mayores

menos la suma de los tres menores resulta 792. Halla los tres digitos.

| Solucidon |

Pongamos que los digitos son @, b y ¢ y cumplen que a > b > ¢. Por tanto, los seis

mimeros ordenados de mayor a menor son

100a + 106 + ¢ > 100a + 10c + b > 100b + 10a + ¢
> 100b 4 10c + a > 100c + 10a + b > 100c + 10b + a.

La suma de los seis ntimeros es

4218 = 100(2a + 2b + 2¢) + 10(2a + 2b + 2¢) + (2a + 2b + 2¢) = 222(a + b+ ¢),

de donde deducimos que a + b+ ¢ = 19. La suma de los tres mayores menos la suma

de los tres menores es
792 = 100(2a — 2¢) + (2¢ — 2a) = 198(a — c),

luego llegamos a que a — ¢ = 4. Distinguimos casos:
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e Sia =9, entonces c = 5y, para que a + b + ¢ = 19, tendriamos que b = 5, pero
los digitos tienen que ser distintos.

® Si a = 8, entonces ¢ =4 y, usando que a + b+ ¢ =19, obtenemos que b = 7.

Esta es una soluciéon valida.

e Sia<7 entonces b<6vyc<3, loquenosdaa+b+c <16y no puede ser
quea+b+c =19

Deducimos que los digitos son 8, 7 y 4.

A la hora de hacer operaciones elementales con niimeros (sumas, restas, multiplicaciones y
divisiones), usamos los digitos en los distintos algoritmos. Podemos usar estos algoritmos

para obtener informacién sobre los digitos.

Ejercicio resuelto
Hallar el iltimo digito antes de la cola de ceros del ntumero
19!+ 20! + 21! + ... + 96! + 97!

(Olimpiada Matematica Argentina 1997, fase regional, problema 3)

| Solucion |

El término 19! termina con tres ceros ya que es mmiltiplo de 1000 (es muiltiplo de
4.5.10-15 = 3000). Como 5, 10 y 15 son los unicos factores nuiltiplos de 5, el
nimero 19! no puede ser muiltiplo de 10000 = 245 luego no termina en mas de tres
ceros. Ahora bien, la siguiente cifra en 19! tras estos tres ceros es el producto de las cifras

de las unidades del resto de los factores:
1-2.3-4-6-7-9-11-12-13-14-3-16-17-18-19,

Multiplicando las cifras de las unidades de los ntuneros anteriores, llegamos a que esta es
2, es dedir, las ultimas cuatro cifras de 19! son 2000. Finalmente, observamos que todos
los mimeros 20!, 21!,..., 97! tienen mas ceros finales que 19! ya que tienen, al menos, un
factor 20 adicional. Por tanto, las cuatro tiltimas cifras del nmiimero del enunciado son las

mismas que las de 19!, es decir, la solucién al problema es 2.

Trabajando en otras bases

En todo lo anterior, el niimero 10 se llama base y juega un papel fundamental ya que los
niumeros se expresan como combinaciones de potencias de 10. El sistema posicional se ha
consolidado porque con €l podemos hacer algoritmicamente la mayoria de las operaciones
y porque ademas permite representar niumeros tan grandes como queramos. (Por ejemplo,
;serias capaz de dividir MMMCDLXXXIII entre IX en niumeros romanos sin pasar por los

decimales? Investiga como lo hacian los romanos, si te interesa el tema.) Sin embargo, usar
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la base 10 es simplemente un convenio que se hered¢ de las tradiciones india y arabe.
Observa que también se usan otras bases como la base 2 (binario), la base 8 (octal) y la base

16 (hexadecimal) en informatica.

El concepto de base es muy simple si has entendido la base 10: un niimero N > 1 tiene

digitos @1, @k—2, . . . , @2, @1, @g en base b > 2 cuando se puede escribir como
N = ak,lbk_l + ak,gbk_2 + ...+ a2b2 + alb + ap.

siendo los digitos mimeros entre 0 y b — 1. Lo indicaremos utilizando un subindice entre
paréntesis. Esto quiere decir que, en base 2, todos los niimeros se escriben con digitos 0 y 1,
en base 3 con digitos 0, 1 y 2, y asi sucesivamente. Por ejemplo, el niimero 201221(3) es un

niunero escrito en base 3, que no es mas que el mimero
2012213y =2-3"40-3"+1-3%+2.3°+2.3"' + 1.3 =538,

Es importante darse cuenta de que 2012213, y 538 son el mismo nimero natural que
simplemente esta en dos formas diferentes. El resultado clave para entender las bases de

numeracion es el siguiente:

Ejercicio propuesto
Responde razonadamente a las siguientes preguntas:
a. ;Cémo se escribe el niimero 10202 3) en base 5?
b. Si 733) es exactamente el doble de 37(p), ;cudl es el valor de la base b?

c. ;Cual es la menor base b > 10 para la que 36{5) es un cuadrado perfecto? ;Y la

menor base b para la que 37(z) no es un niimero primo?

d. Si niimero natural se escribe como ZYyY(7) y como YT (g), ¢cudl es el valor de los
digitos T e y?

e. Un niimero de tres cifras en base 104, seescribecomoxyz_{(7)lycomozyx_{(9)}$.

;Cual es el numero?

Teorema fundamental de la numeracion

Todo entero N > 1 se expresa de forma tmica como
N = ak_lbk_l -+ a-k_gbk_2 + ...+ (1252 + a.]b + ap,

siendo aj_1,az—2, ..., a2, a1, @g enteros entre 0 y b — 1.
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La demostracién anterior nos da de hecho una forma de pasar un ntunero en base 10 a una
base cualquiera b sin mas que hacer divisiones euclideas. Vamos a verlo con el ntimero 538

(que hemos visto hace n momento que se expresa como 201221 3)).

¢ Dividimos 538 entre 3: cociente 179, resto 1.

Dividimos 179 entre 3: cociente 59, resto 2.

Dividimos 59 entre 3: cociente 19, resto 2.

¢ Dividimos 19 entre 3: cociente 6, resto 1.

Dividimos 6 entre 3: cociente 2, resto 0.

e Dividimos 2 entre 3: cociente 0, resto 2.

Como el codente es 0, hemos terminado. Ordenando, los restos obtenidos en sentido

opuesto, tenemos el niumero 201221 3).

En realidad, no es usual ver problemas de olimpiada en los que directamente se habla de
expresiones en bases distintas (va que se basa en conocimientos especificos que los
participantes pueden no conocer), pero existen problemas en los que cambiar de base
puede suponer una ayuda fundamental o en los que conocer la idea de cambio de base nos

puede dar una idea feliz.

Ejercicio resuelto

Supongamos que p(z) es un polinomio desconocido cuyos coeficientes son niimeros
naturales. Tenemos un programa de ordenador en el que podemos escribir un ntimero 1
y nos devuelve el resultado p(n). ;Cuantos niimeros tenemos que suministrarle al
programa para poder determinar cualquier polinomio con la informacién que nos

devuelve?

| Solucidn |

Con dos valores es suficiente para determinar el polinomio en general. Supongamos
que tenemos un polinomio dado por p(z) = ag+ a1z + ...+ a,z" y queremos
determinar ap, @i, . . . , @n (v €l propio n).

El primer niunero que le pasamos al programa es el 1, que nos devuelve la suma
S = P(1) de todos los coeficientes. En particular, todos los coeficientes son menores o

iguales que S. Supongamos que 10 > S, es decir, tomamos una potencia de 10 mayor
que S. Al evaluar P(10%) obtenemos

P(10%) = ag + 10Fa, + 10%ay + ... + 10™a,,

Este miumero contiene una copia de cada coeficiente separados en grupos de k digitos.
Por ejemplo, si p(z) = 12 + 3z + 8822 + z*, evaluamos p(1) = 104 y seguidamente
evaluamos p(1000) = 1000088003012, donde claramente se ven los coeficientes.
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Leccion 4. Congruencias

Si has seguido las lecciones anteriores de Teoria de Niimeros, habras observado que el
quid de la divisibilidad se halla en la division euclidea ya que un ntimero entero a es
divisible entre otro ntiimero entero b si el resto de la divisién euclidea es exactamente cero.
Es por ello interesante saber calcular el resto de la division y, de alguna forma ver como se
comporta éste respecto a ciertas operaciones. Por ejemplo, sabemos que el resto de dividir
1003 entre 9 es igual a 4, luego si restamos 4 al numero 1003, resulta 999, que tiene resto
cero al dividirlo entre 9. Como veremos mas adelante, el resto de la diferencia estard muy

relacionado con la diferencia de los restos.

Para empezar, vamos a observar la siguiente tabla donde escribimos los restos de 16

enteros consecutivos al dividirlos entre 2, 3 y 5, respectivamente:

-6 -5 4 -3 -2 -1
resto entre 2 0 1 0 1 0 1
resto entre 3 0 1 2 0 1 2
resto entre 5 4 0 1 2 3 4

o © o O
—_ e
N NNO N
L © = W
e =
o b = U
- o O O
R
W oo G
= O = O

Si nos fijamos, en cada fila los restos se van repitiendo periddicamente y el resto oscila
entre 0 y una unidad menos que el divisor. Recuerda cémo hay que dividir un ntimero
negativo para preservar esta regla del resto (por ejemplo, para dividir —6 entre 5, el

cociente es —2 y el resto 4 porque el resto nunca puede ser negativo).

Entonces, generalizando este resultado, los posibles restos de dividir entre m son
0,1,2,...,m — 1y son ciclicos pues cuando sumamos una unidad a un nimero de resto
m — 1 vuelve a aparecer el resto 0, es decir, los restos se repiten de m en m. Es por ello
que dos numeros tienen el mismo resto al dividirlos entre m si su diferencia es un

multiplo de m. En tal caso diremos que son congruentes modulo m.

Definicion de congruencia

Dados a,b € Zy m € N, diremos que a y b son congruentes médulo m cuando tengan
el mismo resto al dividirlos entre m, es decir, cuando b — a sea un multiplo de m. Para

resumir esta informacion, simplemente escribiremos a = b (mod m)

Es importante que te pares un momento a pensar bien la definicion y, una vez lo hayas

hecho, intentes demostrar que las siguientes congruencias son ciertas:

17 = 3 (mod 7)

1545 = 5 (mod 10)
12345678 = 0 (mod 9)
—145 = —4 = 43 (mod 47)
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Operaciones con congruencias

Nuestra intencion ahora es desarrollar reglas con las que podamos hacer calculos con
congruencias mucho mas rapidos que hacer la division para hallar el resto. Vamos a ellas
directamente.

Suma y producto de congruencias

Sia = b (mod m)y ¢ = d (mod m), entonces

a+c=b+d (modm), a-c=b-d(modm).

Antes de pasar a la demostracion, veamos un ejemplo. Supongamos que queremos hallar
el resto de dividir 1234 - 6789 entre 7. Como el resto de dividir 1234 es 2 y el resto de
dividir 6789 es 6, tenemos que 1234-6789 =2-6 =12=5 (mOd 7). Si queremos

hallar el resto de dividir 1 + 2+ ...+ 9999 entre 9, observemos que los restos de los

numeros naturales se van repitiendo en ciclos de 9 luego tendremos que
1—|—2+...—|—999951111-(1+2+...—|—8+0):1111-3654-050(1110(19),

lo que demuestra que 1 + ...+ 9999 es multiplo de 9, aunque esto es también facil de
ver usando la suma de los términos de una progresion aritmetica.

Demostracion. Si a =b (mod m) y C= d (mod m), entonces existen enteros
q,h eZ tales que a—b=gm y c—d=hm, luego
(a =F C) — (b aF d) = (a — b) F (c — d) = (q aF h)m es un multiplo de m, luego
a+c=b+d(modm).
Para ver lo que pasa con la multiplicacion, hacemos el siguiente truco:
ac —bd = ac —be+bec—bd = (a — b)c+ b(c — d) = gme + bhm, que
también es multiplo de m luego ac = bd (mod m).

Es interesante fijarse que si tomamos @ = ¢y b = d, la regla del producto nos dice que
a? = b? (mod m). Esto se puede repetir indefinidamente, dando lugar a la siguiente
regla para la potencia.

Potencia de congruencias

Sia =b (mod m)yn € N, entonces a" = b" (mod m).

En otras palabras, estamos diciendo que podemos sustituir la base por otra congruente con
ella, pero en general el exponente no puede sustituirse. Veamos algunos ejercicios resueltos
donde se ve la potencia de calculo que ofrecen las congruencias y como dar una solucion al
problema de los exponentes.

Ejercicio resuelto

;Para qué valores de 12 el niumero n*—2n%+n+4es multiplo de 9?
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Solucioén. Lo que nos dicen las reglas de la suma y producto de congruencias es que el
resto de dividir n* + 7n® — 2n? + n + 4 entre 9 sélo depende del resto de dividir 1
entre 9. Por ello, en estos casos lo més facil es hacer una tabla con los posibles restos de

n:
n|ln? n® nt|ntt+md-2n24+n+4
o0 0 O 4 No
1] 1 1 1 2 No
2|14 8 7 7 No
3/ 0 0 O 7 No
4|7 1 4 5 No
5| 7 8 4 1 No
6/ 0 0 O 1 No
T4 1 7 8 No
8| 1 8 1 4 No

4

Deducimos que 7~ — 2n? +n+4noes multiplo de 9 para ningiin valor de 7.

Ejercicio resuelto

Demostrar que 2222%°%° 4 55552222 o5 multiplo de 7.

Solucién. Comencemos con el primer sumando. Como 2222 = 3 (mod 7), tenemos
que 2222°%55 = 35%5 (mod 7). Ahora bien, ;como simplificamos el exponente?
Observemos que, trabajando médulo 7, tenemos que 31 =33"=-23"=63"=4
3°=5 y 3% = 1. Hemos llegado a una potencia que es congruente con 1. Ahora si
dividimos 5555 entre 6 obtenemos que 5555 =925:6+5, luego
D = (36)925 -35=19.5=5 (mod 7). Llegamos asi a que
2222%955 = 5 (mod 7).

Se deja como ejercicio comprobar que 55552222 = 2 (mod 7) lo que termina de

probar el enunciado.

Ejercicio propuesto
a. Probar que si @ no es multiplo de 3, entonces a® = 1 (mod3).
b. Probar que si @ no es multiplo de 5, entonces a? = 1 (mod5) 6 a? = 4 (mod5).
c. Probar que si 2" — 1 es multiplo de 9, entonces 1 es multiplo de 6.

d. ;Para qué valores de a el numero a®—4a’ +2a —les multiplo de 7?

Hemos visto como simplificar un exponente siempre que encontremos una potencia que
sea congruente con 1. El problema es cémo encontrarla porque en el ejercicio resuelto
hemos ido probando caso por caso y hemos tenido suerte porque el modulo era pequeno.
El siguiente teorema ofrece una respuesta al problema de encontrar la potencia en el caso
muy particular de que el médulo sea primo, que generalizaremos en el Teorema de Euler
mas adelante.

Teorema pequerio de Fermat I

Sea p un nimero primo y @ un niimero natural cualquiera. Entonces,

a’ = a (mod p).
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S5i pudiéramos simplificar @ en cada uno de los miembros de la congruencia del teorema,
tendriamos una potencia del numero congruente con 1, pero la simplificacion no es
siempre posible; por ejemplo, 2 -3 = 2 - 0 (mod 6) pero 3 # 0 (mod 6). En el siguiente
apartado, veremos qué numeros se pueden simplificar y cuales no y veremos una
demostracion alternativa del Teorema pequeno de Fermat.

Inversos modulares

Sia-c=b-c(modm), nos preguntamos cudndo podemos eliminar ¢ y deducir que
a = b (mod m). Como acabamos de ver esto no es cierto en general, pero sera cierto
siempre que exista un numero entero d tal que c¢-d =1 (mod m) ya que bastara

multiplicar la congruencia inicial por este niimero para obtener la simplificacion deseada.
A un niimero d que cumpla esta condicién se le llama inverso de ¢ médulo m.

Existencia de inversos

Un niimero entero a tiene inverso modulo 12 si, y solo si, mcd(a, m) =1.

Demostracién. Si a tiene inverso moédulo mm, entonces existe b € Z tal que
ab — 1 = km para cierto k € Z luego si @ y m tuvieran algun factor comun, también
seria factor comun de 1, lo que nos dice que mcd(a, m) = 1. Reciprocamente, si
mcd(a, m) = 1, la identidad de Bézout nos asegura que existen u,v € 7 tales que
1 = au + mv. Tomando congruencias médulo m, es inmediato que % es un inverso
de a modulo m.

Esto nos permite dar una segunda version del Teorema pequefio de Fermat para cuanado
med(a,p) =1, es decir, cuando @ no es multiplo de p porque en tal caso la
caracterizacién anterior nos permite simplificar a. No obstante, vamos a dar una
demostracion alternativa.

Teorema pequerio de Fermat II

Sea p un nimero primo y @ un niimero natural que no sea multiplo de p. Entonces,

a? ' =1 (mod p).

Reduccion y ampliacion de modulo

Hemos visto como manejar bastante bien las congruencias en lo que se refiere a los
numeros involucrados, pero ;qué ocurre si queremos hacer operaciones con los modulos?
La respuesta no es tan facil como en el otro caso pero algo se puede hacer.

Comencemos respondiendo a una pregunta: ;Qué nos da mas informacién, decir que
a =7 (mod 15) o decir que @ = 7 (mod 30)? Si lo piensas un momento, los niimeros
positivos congruentes con 7 moddulo 15 son 7, 22, 37, 52, 67,.. mientras que los
congruentes con 7 médulo 30 son 7, 37, 67, 97,... Por tanto, hay menos numeros que
verifiquen la segunda afirmacion en el sentido de que todos lo que verifican la segunda,
también verifican la primera. Es por ello que la afirmacion a = 7 (mod 30) da mas
informacién que la misma con médulo 15. Veamos esto con mas rigor en el siguiente
resultado.
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Reduccion de modulo

Sia = b (mod m) y d es un divisor de m, entonces a = b (mod d).

Demostracion. Sia = b (mod m), entonces @ — b es miltiplo de m luego también es

multiplo de d si d es un divisor de m.

Este truco es muy comodo pues siempre podemos sustituir el modulo por un divisor suyo
(pero siempre perderemos informacion). El proceso contrario (sustituirlo por un multiplo)
no es valido en general pues, siguiendo con los ejemplos anteriores, 22 = 7 (mod 15)

pero 22 # 7 (mod 30).

Veamos otro ejemplo. Supongamos que a = 1 (mod 3) y queremos estudiar qué ocurre
con @ médulo 12. Que a = 1 (mod 3) quiere decir que existe k € Z talquea =3k + 1y
ahora k sera de la forma 4h + j, donde j es uno de los numeros {0,1,2,3}, luego
a=3k+1=12h+3j+ 1. Tomando  moddulo 12 llegamos a que
a=3j+1 (mod 12) y, sustituyendo por j por los valores 0,1,2,3, tenemos que
a=1(mod12) 6 a =4 (mod 12) 6 a = 7 (mod 12) 6 a = 10 (mod 12). Estas son
las cuatro posibilidades de @ modulo 12. El ejemplo es suficiente para entenderlo pero
vamos a intentar expresarlo de forma rigurosa (la demostracién la dejamos al lector).

Ampliacion de modulo
Sia =b (mod m)yk € N, entonces existe j € {0,1,...,k — 1} tal que
a=b+j-m(modk-m).

Para fijar ideas, veamos un ejemplo donde puede aplicarse. Cuando estudiemos mas
adelante ecuaciones con congruencias y el Teorema Chino del Resto, veremos una
generalizacion de todas estas ideas.

Ejercicio resuelto

Sea p > T un ntimero primo. Hallar los posibles restos de dividir p? entre 30.

Solucién. Observemos que 72 = 49 tiene resto 19 al dividirlo entre 30 y 112 = 121

tiene resto 1 al dividirlo entre 30. Vamos a demostrar que 1 y 19 son las tunicas

posibilidades.
Utilizando las ideas anteriores y viendo que 30 = 2+ 3 - 5, intentemos calcular el
resto de dividir p? entre 2, 3 y 5. Como p? es impar, se tiene que p> = 1 (mod 2)
y, como no es miuiltiplo de 3, se tiene que pQ =1 (mod 3). La primera congruencia
nos lleva a que, mddulo 6, p2 es congruente con 1, 3 6 5 y la segunda a que lo es con
1 6 con 4 luego la tnica posibilidad es que pP=1 (mod 6) de donde, médulo 30,
p® puede ser congruente con 1, 7, 13, 19 6 25. Finalmente, como p? no es multiplo
de 5, deducimos que ’p2 =14 p2 =1 (mod 5) y, de las posibilidades anteriores,
solo quedan 1y 19, como queriamos probar.
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Algunas aplicaciones

En primer lugar, vamos a utilizar las congruencias para obtener criterios de divisibilidad.
Todo el mundo sabe que un ntimero es multiplo de 2 cuando su dltima cifra es par, o es
multiplo de 5 cuando su 1ltima cifra es 0 6 5. Aqui vamos a ver criterios para decidir
rapidamente si un ndimero es mudltiplo de 9 y de 11 y dejaremos algunos ejercicios
propuestos para otros niumeros.

En cualquier caso, si tomamos un ntimero natural N y lo expresamos en base 10 (en el
sistema decimal), podremos escribirlo como

N:a0+10-a1+100-a2+---+10”-an.

En otras palabras, ag es la cifra de las unidades, a1 la de las decenas, as la de las centenas
y asi sucesivamente.

e Criterio del 9. Observemos que 10F=9...9+1 luego 10 =1 (mod 9). Esto

quiere decir que, tomando congruencias modulo 9 en la expresiéon en base 10 de N,
obtenemos que

N =ap+a;+ay+---+a, (mod9),

es decir, todo niimero es congruente con la suma de sus cifras médulo 9. Sera por tanto
multiplo de 9 cuando la suma de sus cifras lo sea.

* Criterio del 11. Observemos que 10 = —1 (mod 11), todas las demas potencias de 10
repetiran ciclicamente los restos —1y 1 médulo 11 y podemos escribir

N=ay—a,+ay—a3+---+(—1)"a, (mod 11),

es decir, el nimero N es congruente con la suma alternada de sus cifras. Sera multiplo
de 11 cuando esta suma alternada lo sea.

Ejercicio propuesto
a. Probar que un niimero es congruente con la suma de sus cifras modulo 3.

b. Probar que un ntimero es congruente con el nimero formado por sus dos ultimos
digitos médulo 4.

c. Probar que un niimero es congruente con el niimero formado por sus tres altimos
digitos médulo 8.

d. Dar un criterio de divisibilidad médulo 7.

Para dar otra aplicacion vamos a intentar usar las congruencias para calcular las ultimas
cifras de un ntimero. Esta claro que la tiltima cifra de un nimero es su resto médulo 10, las
dos ultimas su resto médulo 100 y, en general, las k Gltimas cifras su resto médulo 10k.
Veamos un ejemplo en el que se usa esta técnica.

Ejercicio resuelto

Hallar las dos tiltimas cifras del nimero 31000000

Solucién. Queremos hallar 31990 mgdulo 100. Si empezamos a probar para
encontrar un exponente k tal que 3E ] (mod 100), después de un tiempo llegamos
a que k=20 cumple 3% =1 (mod 100). Como 1000000 es multiplo de 20,
deducimos que 31000000 — (320)50000 =1 (mod 100), es decir, las dos ultimas cifras
de 31000000 51y 01.
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Leccion 5. El teorema de Euler-Fermat
La funcion ¢ de Euler

Para cada niumero natural n, consideremos todos los ntiimeros entre 1 y n y nos quedamos

con los que sean primos relativos con 1. Por ejemplo,

n | numeros primos relativos con n entre 1 y n
8 |1,3,5,7
15 | 1,2,4,7,8,11,13,14
44 | 1,3,5,7,9,13,15,17,19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 35, 37, 39,41, 43
48 | 1,5,7,11,13,17,19, 23, 25, 29, 31, 35, 37,41, 43,47
100 | 1,3,7,9,11,13,17,19, 21, 23, 27,29, 31, 33, 37, 39, 41, 43,47,49,
51,53,57,59,61,63,67,69,71,73,77,79,81, 83,87,89,91,93,97,99

Detfinicion de la funcion ¢ de Euler

Para cada ntimero natural 7, se define ¢(n) como la cantidad de niimeros entre 1 y n

primos relativos con n.

Por lo tanto, a la vista de la tabla anterior, podemos escribir
©(8) =4, ¢(15) =8, ¢(44) =20, ¢(48) =16, ¢(100) = 40.

A continuaciéon, mostramos una forma de calcular estos niimeros sin necesidad de

contarlos uno por uno.

Calculo de 1a funcion ¢ de Euler

2 - e 2.
Si descomponemos en factores primos n = p,' p22 -+« pyr, entonces se cumple que

p(n) =p P2 poHpy — 1)(pz — 1)+ (pr — 1).

Volviendo a los ejemplos anteriores, tenemos que

0(8) = ¢(2°) =2°(2 - 1) = 4,
¢(15) = ¢(3-5) =3"-5"- (3 -1)(5 - 1) =8,
o(44) = p(2%-11) =21 . 11°. (2 — 1)(11 — 1) = 20,

©(100) = p(2%-.5%) =21 .51 . (2—1)(5—1) = 40.

Esto deberia bastar para convencernos de que la férmula simplifica considerablemente los

calculos. Es facil ver que esta también se puede escribir como

e 1)) )
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Ejercicio propuesto
Responde razonadamente a las siguientes preguntas:
a. jPara qué valores de n se tiene que ¢(n) es impar?
b. ;Qué valores de n cumplen que p(n) = n — 1?
c. ;Qué valores de n verifican que @(n) = 2?7 ;Y p(n) = 472 ;Y p(n) = 62

d. ;Qué valores de n cumplen que @(n) es un divisor de n?

El teorema de Euler-Fermat

Teorema de Euler-Fermat

Simcd(a,m) = 1, entonces a?™ = 1 (mod m).

Este resultado ya es lo mas general posible, puesto que si mcd(a, m) # 1, entonces no
puede existir un exponente n tal que a” = 1 (mod m). Es interesante también darse
cuenta de que si a=1 (mod m), entonces el inverso de a modulo m existe y es igual a

a™ ! Veremos a continuacién algunos problemas donde se usa este resultado.

Ejercicio resuelto

Demostrar que todo niimero que no es multiplo de 2 ni de 5 tiene un multiplo cuya

expresion decimal sdlo tiene nueves.

| Solucion |

Si un numero a no es multiplo de 2 ni de 5, entonces mcd(a, 10) = 1, luego se tiene que
109 =1 (mod a). Esto quiere decir que 109(@) _ 1, que se escribe s6lo con nueves, es

multiplo de a.

Ejercicio propuesto

Demostrar que todo niimero que no es multiplo de 2 ni de 5 tiene un multiplo cuya

expresion decimal es de la forma 10101.. .01.

Ejercicio resuelto

Dados ntimeros naturales a y n, demostrar que a*™ "1 tiene la misma tltima cifra que a.

Solucién

Las altima cifra es el resto de dividir el niimero entre 10. En este sentido, el teorema de

Euler-Fermat nos dice que a* = a?(!® = 1 (mod 10) si mcd(a, 10) = 1
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TEMA 2. DESIGUALDADES

Leccion 0. Igualdades, desigualdades y cuadrados

Las desigualdades son una herramienta fundamental para trabajar con ndmeros reales.
Podemos pensar que una férmula con una igualdad es algo mucho mejor que una férmula
con una desigualdad y, obviamente, esto es cierto. Sin embargo, muchas veces no podemos
tener una igualdad y la razén puede ser porque la igualdad no sea cierta, o bien porque
sea suficiente conocer una desigualdad, o incluso porque demostrar la igualdad es mas
dificil que demostrar una desigualdad y podemos apanarnos sin ella.

Los simbolos fundamentales que vamos a manejar son los siguientes:

igual
menor que
mayor que

menor o igual que

IV A VA

mayor o igual que

No necesitan explicacion pero una interpretacion interesante es que, cuando
representamos dos numeros en la recta real, uno es menor que otro si esta a la izquierda de
éste. Veamos algunas propiedades muy sencillas, validas para cualesquiera ntimeros
a,b,c e R:

e Sia < byb < @, entoncesa = b

e Sia < byb < ¢, entonces a < c.

* 5ino se cumple que a < b, entonces a > b.

Dejamos como ejercicio pensar qué ocurre si cambiamos los signos en las propiedades
anteriores por otros distintos.

Desigualdades y operaciones

Recordemos ahora cémo se comportan las desigualdades frente a la suma y el producto de
numeros reales, asi como respecto de los opuestos e inversos. Son propiedades que se usan
continuamente cuando se trabaja con desigualdades por lo que conviene enumerarlas.

» Dados a,b,c,d € Rtalesquea < b yec < d, entonces se cumple quea + ¢ < b+ d y
la igualdad se alcanza si, y so6lo si, @ — b yec— d.

e Seana,b € Ry A € Rtalesquea < b.
o Si A > 0, entonces Aa < Ab.
o 5i X < 0, entonces Aa > Ab.
En cualquiera de los dos casos, la igualdad se alcanza si, y solo si, a = bsA=0.
* Sean a, b € R distintos de cero.
o Sia > b > 0, entonces 0 < % < %
o Sia<b< 0,ent0nces% < % < 0.
o Sia <0< b,entonces% <0< %

En cualquiera de los dos casos, la igualdad se alcanza si, y solo si, a = b.
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Por decirlo de otra forma: las sumas y los opuestos respetan las desigualdades mientras los
productos y los inversos unicamente cuando los signos sean los adecuados. Algunos
ejemplos que ilustran esta situacion son los siguientes:

1 1 1
2<3 = §<§, —5<—1i>1<5:»g<1, 0<e<y=0<2z <2y

Un caso especial de desigualdad es cuando el niimero cero esta involucrado. Como todos
sabemos, un numero real @ que cumple que @ < 0 se dice que es negativo y, si cumple que
a > 0, que es positivo. Pero el cero, jes positivo o negativo? Aqui diremos que el cero no
es negativo ni positivo (ojo, esto es un convenio, un nombre). También se usaran las
expresiones @ es no negativo cuando queremos expresar que @ = 0y a es no positive cuando
a <0. Algunas propiedades son las siguientes:

* La suma de dos niimeros positivo es positiva. La suma de dos ntimeros negativos es
negativa. La suma de un nimero positivo y otro negativo puede ser positiva, negativa o
cero.

e El producto de dos ntiimeros positivos es positivo. El producto de dos niimeros
negativos es también positivo. El producto de un ntiimero positivo y otro negativo es
negativo.

* El opuesto de un ntimero intercambia positivos y negativos. El inverso de un niimero
conserva positivos y negativos.

Desigualdades y cuadrados

Una consencuencia mucho mas interesante y cuya utilidad puede despreciarse en un
principio es que un nimero al cuadrado nunca es negativo.

Desigualdad de los cuadrados

Sean a1, as,. .., a, numeros reales. Entonces,
2 2 2
aj tay+...+a, >0

y laigualdad se alcanza si, ysélosi, @y —ag = ... = a, =

Veamos algunos casos resueltos donde se muestra la utilidad de este método.

Ejercicio resuelto

Demostrar que 22 — 6z + 10 > 1 para cualquier z € R.

Solucién. Completando cudrados, podemos expresar 2 — 6z + 10 = (x— 3)2 + 1
Como (z — 3)2 > 0, se tiene que > — 6z + 10 = (z— 3)2 +1 > 1, que es lo que
queriamos demostrar.

Ejercicio resuelto

Demostrar que % (x + y) > /xy para cualesquiera z,y > 0.
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Solucion. Por un lado, tenemos que (\/5 = \/@)2 >0 luego, desarrollando el
cuadrado, nos queda  + y — 2,/xy > 0. Pasando la raiz al miembro de la derecha y

dividiendo por 2, tenemos la desigualdad buscada.

Ejercicio resuelto

Demostrar que x? + y2 +22 > Y + yz + xz para cualesquiera x, ¥, 2 € R.

Solucién. Partiendo de la desigualdad (m — y)2 —+ (a: — z)2 —+ ('y — z)2 >0 v

desarrollando los cuadrados, tenemos que

e —2zy+y? ta®2xzt 22ty 2zt 2 >0

Agrupando términos y simplificando, llegamos a la desigualdad buscada.

Ejercicio resuelto

Demostrar que la suma de un ntimero real positivo con su inverso siempre es mayor o

igual que dos, es decir, T + % > 2 para cualquier z > 0.

Solucién. Haciendo operaciones, la desigualdad x + % > 2 es equivalente a

z? +1 > 2z (observemos que, al ser > 0, podemos pasarlo multiplicando al

miembro de la derecha sin cambiar el signo de la desigualdad) y esta es equivalente a
(ﬂ: — 1)2 > 0, que sabemos que es cierta. ’

En muchas ocasiones, es util saber cuando la desigualdad con la que estamos trabajando o
queremos demostrar es realmente una igualdad. Por ejemplo, siempre se cumple que
(z — 1) > 0 pero el tnico valor de  para el que (z —1)2 =0 es ¢ = 1 y, para
cualquier otro & 7 1, se tiene que (:c — 1)2 > 0.

Como ya hemos dicho antes, la suma de los cuadrados de una serie de niimeros es mayor o
igual que cero. Ahora anadimos que dicha suma es igual a cero si, y sdlo si, todos los
numeros son cero. Esto permite analizar en los problemas anteriores cuando se tiene una
igualdad: en el primero cuando = 3 ya que la tnica desigualdad que hemos usado es
que (m — 3)2 > 0; en el segundo, la igualdad se tiene cuando VT — VY =0, es decir,
cuando * = y. En la tercera, la igualdad se tiene cuando T —y =0, y—2=0y
x — z = 0, es decir, cuando £ = y = z. Finalmente, en el ultimo ejemplo la igualdad se

tiene cuando  — 1 ya que hemos usado que (z — 1)? > 0.

Ejercicio resuelto

Demostrar que z*+2z%y® — 22+ 2z +y* —2y> +2 >0 para cualesquiera
z,y € Ry determinar para qué valores de e ¥ se alcanza la igualdad.
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Solucion. Si nos fijamos en los términos en los que aparece la variable ¥, no es dificil
ver que podemos completar cuadrados para escribir la expresion del miembro de la
izquierda de la desigualdad del enunciado como (y2 +z? - 1)2 4= (@ 1)2 (darse
cuenta de esto requiere cierto entrenamiento pero la pista la da el hecho de que los
términos en los que aparece ¥ tienen grado 2 y 4). Ahora es obvia la desigualdad el
enunciado pues es suma de dos expresiones al cuadrado. 5i ahora se da la igualdad
para ciertos z,y € IR, estos tienen que cumplir que 2% + 3> —1 =0y z + 1 =0,
luego los tinicos posibles valores de z,y € R para los que se da la igualdad son
(z,y) = (—1,0). Si sustituimos estos valores en la desigualdad inicial, comprobamos

que ciertamente estos son los tinicos ntimeros que la cumplen.

Finalmente, observemos que si tenemos que usar varias desigualdades consecutivas para
probar otra, la igualdad en esta ultima se tendra cuando tengamos igualdad en todas las
que hemos usado. Por ejemplo, si tenemos que a < b < ¢ <d, cuando se cumpla a = d,
tendremos que @ = b = ¢ = d. Veamos un ejemplo muy detallado de esta situacion.

Ejercicio resuelto

Dados a, b, ¢ € R positivos, demostrar que

aerJr a+c+ b+ec >
c b a

y analizar en qué casos se obtiene una igualdad.

Solucion. El truco esta en darse cuenta de que el miembro de la izquierda se puede

(5+2)+ (5 (240

En esta expresion, cada paréntesis es igual a la suma de un nimero mas su inverso

escribir como

luego, por un ejercicio resuelto anteriormente, es mayor o igual que 2. La suma de los

tres es mayor o igual que 6, como se quiere demostrar. Ahora bien, si se da la igualdad,

2 .. . a _ b _ ¢ __
cada uno de los paréntesis tiene que ser igual a 2y, por tanto, - = - = -~ = 1, de

donde deducimos que a — b = c. En otras palabras, la igualdad se tiene cuando los
tres niumeros son iguales.
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Leccion 1. La desigualdad de Cauchy-Schwarz

En esta seccion vamos a estudiar una desigualdad muy util a la hora de probar otras
desigualdades. Si tenemos niimeros reales &1, T2, Y1, Y2 € R, observemos que

(Z1y2 — T2y1)” > 0 & zly; — 221 T0y1ys + THyT > 0
& zlys + T3Y; > 2@ T2y 1y
& iyl +xiys + a3y - asys > 2y - 2seayiys - 25y,
& (a] +23) (] +43) = (z131 + T2y2)”

Por tanto, en esta desigualdad, la igualdad se alcanza cuando Z1Yy3 — 2y1 = 0. Si
analizamos mas detenidamente esta tiltima condicién, deducimos lo siguiente:

e sixy = x9 = 0, entonces claramente la igualdad Z1y2 — T2y1 = 0 se cumple;

* 51Xy 75 Oytomamos A= g—i, entonces Y1 — /\;Bl ey — g—iafg = Amg

® 519 75 0 y tomamos A= 3%, entonces YY; = %ml = Aml els = /\:122.
En resumen, si £1 7# 06 @3 # 0, 1a condiciéon 1y — Z2y; = 0 equivale a que existe A € R

tal que £1 = Ay y &y = AYs. A la vista de esto, vamos a enunciar una desigualdad mas

general.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz
Dados 1, Z2,...,Z, € Reyy,Ys,...,Y, € R, se cumple que

($1y1+mgy2+...—|—$nyn)2 < (m%—l—a:%—I—...—l—mi)(y%—i—y%—i—...—i—yi)

Si algin &, es no nulo, la igualdad se alcanza si, y sélo si, existe A € Rtal que yp, = Azy,
para cualquier subindice k.

Se deja como ejercicio para los que se atrevan algunas ideas para la demostraciéon general.
Por otro lado, al final indicaremos una forma alternativa de enfocar esta desigualdad con
vectores.

Ejercicio propuesto

Demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwartz para n — 3 usando la desigualdad

(192 — Toy1)? + (@1y3 — T391)* + (zays — T3y2)® > 0.

¢{Como podria generalizarse esta idea para cualquier nimero natural n?

Veamos ahora algunos ejemplos donde puede aplicarse esta desigualdad. Observemos que
para aplicarla, siemplemente es necesario sustituir los niimeros Ty,...,%y € Y1,...,%Yn
por otras expresiones y no hay restriccion alguna ya que éstos pueden ser cualesquiera
nuameros reales.

Ejercicio resuelto

Demostrar que, para cualesquiera para cualesquiera 1, Za,...,Z, € R,

(@1 + @2+ ... +x0)? <nl@+az2+...+a2).
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Soluciéon. Bastara aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwartz a los numeros E
ZT1,...,%pn delenunciadoy alos nimerosy; =y = ... =y, = L.

Ejercicio resuelto

Demostrar que, para cualquier niimero natural . > 2, se cumple que

1
1+2\/§+3\/§+...+nﬁ<”("'6+)\/6n+3.

Soluciéon. Apliquemos la desigualdad de Cauchy-Schwartz a los numeros

:El:1,332:2,...,wn:ne’y1:l,yQZ\/i...,yn:\/ﬁ, lo que nos asegura

que
(14+2vV24+3V3+...+nvn)2 < (1+224+...+n®)(1+2+...4+n)
Si ahora usamos que
1+24+...+n=1n(n+1), 1+2°+...+n*={tn(n+1)(2n+1),

tenemos la desigualdad buscada sin mas que operar, aunque falta ver que no puede
darse la igualdad para lo que usaremos que 7 > 2. Observemos que si esta se
alcanzase, entonces existiria A tal que 1 =A-1y 2 = AV2, pero de la primera

igualdad deducimos que A =1 y de la segunda que A = V2, 1o cual es una
contradiccion.

Una version vectorial de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Si los niimeros &1, . .., &y, y los nimeros Y1, . . ., Y, los escribimos como vectores de R",
es decir,

x = (x1,T9,...,2,),
Y= (yl:y%- . 7yn)

entonces el miembro de la izquierda de la desigualdad de Cauchy-Schwarz no es otra cosa
que el cuadrado del producto escalar @ -y de estos dos vectores (recordemos que el
producto escalar de dos vectores es la suma de los productos de las componentes
correspondientes) y el miembro de la derecha tiene dos factores: uno de ellos el moédulo
del vector z al cuadrado y el otro el médulo del vector y al cuadrado. Si denotamos por ||
e |y| a estos modulos, podemos escribir la desigualdad como

(z-y)* < |z]*- |y

El médulo de un vector siempre es mayor o igual que cero (es cero sélo cuando el vector
tiene todas sus componentes cero) pero el producto escalar no tiene porqueé luego, si
quitaramos los cuadrados de esas expresiones seguiria siendo cierta la desigualdad, pero
habriamos perdido informacion. Una forma de arreglar esto es escribir

|z -y < |z[ - [yl

(observa que el miembro de la izquierda no es un moédulo sino un valor absoluto). Dicho
de otra forma, el producto escalar de dos vectores no supera nunca el producto de sus
moédulos.

La igualdad se alcanza cuando los dos vectores son proporcionales o linealmente
dependientes.
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Leccion 2. Las desigualdades de las medias

En esta seccion, vamos a introducir una familia mas grande de desigualdades que pueden
aplicarse en multitud de ocasiones para resolver problemas. Conocer estas desigualdades
suele ser util para tratar con desigualdades en las que aparecen potencias o raices como
veremos a continuacion.

éQué es una media?

Seguramente sabras como se calcula la media aritmética de una cierta cantidad de datos
(se suman todos y se divide por el niimero de datos). Este concepto se usa para obtener un
solo valor que represente los datos que nos han dado. Por ejemplo, si en tres examenes que
has hecho has sacado puntuaciones de 7.5 y 6 es como si hubieras sacado un 6 en los tres
pues puedes pasar un punto del 7 al 5. Aqui vamos a ver otras formas de calcular medias y
a interpretar un poco qué significan. Sin embargo, sea cual sea la media que hagamos,
tendra que cumplir algunas propiedades razonables: por ejemplo, si alguien saca mejores
notas en los examenes que otro, también tendra que tener mejor media, jno? Mas
explicitamente, la media M de ciertos ntumeros T1,L2,...,L, tendrd que cumplir las
siguientes condiciones:

o M estara comprendida entre el valor minimo y el maximo de los x;.

* Si M’ es la media de otros niimeros ¥, . . ., Y, y se cumple que &; < y; para todo i,
entonces M < M.

¢ Si todos los numeros &; son iguales entonces la media M también es igual a este
numero.

El primer ejemplo de media es la media aritmética: si tenemos 7 numeros reales
T1,%a,...,%, € R, sumedia aritmética no es otra cosa que

Ty +xo+ ...+ Ty
- .

M1:

Otra forma de hacer una media es lo que se conoce como media cuadratica:

2 2 2
] txy +..xy

n

M, =

Puedes comprobar que cumple las condiciones para ser una media que hemos puesto
arriba pero, ;por qué esta formula? Fijate que es la raiz cuadrada de la media aritmética de
los cuadrados de los niumeros. Si solo hacemos la media de los cuadrados, obtendremos un
numero que sera un valor intermedio a los cuadrados luego para que sea del orden de los
numeros originales, tomamos la raiz cuadrada.Esto nos permite definir mas medias como

a a
Y B T e a1
M, =
n

y siempre obtendremos medias. Paraa =3y a = 4, se llaman medias ctibica y cuartica,
pero puede calcularse para cualquier ntimero natural a (la raiz siempre se puede hacer
puesto que el radicando es positivo para a par), pero también se puede calcular para

cualquier ndmero a 7# 0 siempre que los nuimeros Zjp,...,Z, sean positivos. Para
a = —1 obtenemos la media armdnica
n
M= T, 1
T T3 ’ T,
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La filosofia es elevar a una potencia, hacer la media aritmética y después tomar la raiz del
mismo indice, es decir, hacer y deshacer la operacion potencia. Finalmente, definimos la
media geométrica de los nameros (positivos) Ly, ..., T, como

My =¥z -z9---x,.

Es como la media aritmética pero sustituyendo sumas por productos y cociente por raiz.
Ahora tenemos definida una media M, para cualquier niimero real a. Antes de seguir,
deberias pensar por qué todas estas funciones son medias, aunque tienes que recordar de
aqui en adelante que siempre vamos a suponer que los nimeros a los que calculamos la
media son positivos.

Visto eso, veamos qué interpretacion tienen las medias y para eso supongamos que en 5
examenes has obtenido las puntuaciones 2, 5, 6, 8 y 9. Entonces, redondeando con dos
decimales, puedes calcular las siguientes medias de estas notas:

M ;=275

M, =453
M, — 5.33
M, =6
M, — 6.48
Ms — 7.28

(Qué ocurre? La media aritmética es 6 pero segtin vamos bajando el orden de la media que
usamos el resultado también baja y, si subimos, entonces sube. Aunque no vamos a entrar
en mas detalle, lo que pasa a grosso modo es lo siguiente:

e Para @ > 1, la media M, le da mas peso a las notas altas. Por ejemplo, esta media
valora mas a un alumno que haya sacado un 8 y un 10 que a uno que ha sacado dos
veces 9. Un profesor puede usarla para valorar que sacar un 10 es mas dificil que sacar
un 9. La media cuadratica se ha usado muchas veces en competiciones matematicas
para desempatar a participantes que han obtenido la misma puntuacion (media
aritmeética).

e Para a < 1, la media M, le da mas peso a las notas bajas. Por ejemplo, en la situacion
en que un alumno ha sacado un 8 y un 10 mientras que otro ha sacado dos veces 9, le
da ventaja al de los dos 9 porque el 8 perjudica al primer alumno. Este tipo de medias
puede usarse para valorar la constancia.

¢ Cuando a se hace muy pequeno, es decir, se acerca a —09, el valor de M, se acerca al
numero mas pequeno. De la misma forma, cuando a se acerca a +00, la media se
acerca al niimero mas grande.

La ordenacion de las medias

Resumiendo la informacién anterior, tenemos el siguiente enunciado.

Desigualdad de las medias
Tomemos &1, T3, ..., &, € R positivosy a, b € R cualesquiera. Si @ < b, entonces las
medias M, y M, definidas anteriormente verifican que
M, < M,.
Ademas, la igualdad se obtiene si, y solo si, 1 = 9 = ... = &y.

La demostracion general de este resultado la veremos cuando estudiemos la desigualdad
de Jensen mas adelante. Y también veremos otra demostracion de la desigualdad entre las
medias aritmética y geométrica cuando veamos la desigualdad de reordenacion. Por ahora,
dejamos como ejercicio probar alguna de estas desigualdades con lo que ya sabemos.
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Ejercicio propuesto
a. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, demostrar la desigualdad entre las

medias aritmética y cuadratica.

b. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, demostrar la desigualdad entre las
medias aritmética y armonica.

c. Demostrar, para n = 2, que la media geomeétrica esta entre las medias aritmética y

armonica.

En lo que queda de esta seccion, vamos a ver ejemplos de cdémo utilizar estas
desigualdades. En primer lugar, la media geométrica suele ser 1util en desigualdades que
involucren el producto de mas de dos niimeros.

Ejercicio resuelto

Demostrar que, para cualesquiera a, b, ¢ > 0, se cumple que

(a®b+ b%c + c*a)(ab® + be* + ca?) > 9a*b?c?.

Solucion. La desigualdad entre las medias aritmética y geométrica nos dice que

2p 1 B2 2
@b tbetca > vadbded = a’b+ b%c + c*a > 3abe,

3
b? + be? + ca?
o ; e > Va3 = ab® + bc® + ca® > 3abe,

luego

(a®b + b*c + c*a)(ab® + bc? + ca?) > (3abe)(3abe) = 9abc?.

La igualdad se alcanza si, y sélo si, @ = b = ¢ (;por qué?).

Ejercicio resuelto

Demostrar que dados T1,..., T, > 0, se cumple que
T T2 T3 Tn—1 Tn
— + —+ —+ + +—2=n
2 T3 4 n Tl

Solucién. La desigualdad entre las medias aritmética y geométrica nos dice que

T T2 T 1 T2 Tp
7+7+.”+72n"7.7.--7:n_
T2 T3 T1 g I3 T

La igualdad se da si, y sélo si, todos los x; son iguales (;por qué?).

La desigualdad entre las medias aritmética y armdnica nos dice que si multiplicamos una
suma de 7T niuneros positivos por la suma de los inversos, entonces obtenemos al menos
n? y es con eso con lo que tenemos que quedarnos:

as ap

1 1 1 )
(a1 +as+...+ay) ottt >n°.
1
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Ejercicio resuelto (Desigualdad de Nesbitt)

Dados tres ntiimeros @, b, ¢ > 0, demostrar que

a b c
- +
b+e a+tc a+b

3
A
2

y que la igualdad se alcanza si, y s6lo si, a = b=c

Solucién. Si sumamos 1 a cada fraccion y operamos, tenemos que

NN . Sy OISO A I 3
bte atec atb b+ec atc atc
b b b
:aJr +c+a+ +c+a+ +073
b+c a+c a+b

—(a+b+c)( r o, 1 )—3

b+ec a+tc a+b

Aplicando la desigualdad entre las medias aritmética y armonica a los nimeros a + b,
b+ cya+ ¢ obtenemos que

1 1 1 9

bt+te atc a+b

Combinando esto con lo que ya teniamos, obtenemos la desigualdad del enunciado. La
igualdad se alcanza cuando los nimeros a + bbtc y @ + ¢ sean iguales, es decir,
cuandoa = b =c.
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Leccion 3. Manipulando desigualdades I: reordenacion

Si has seguido las lecciones anteriores, tendras ya algunas ideas para atacar desigualdades,
aunque la mayoria de ellas consisten en aplicar desigualdades conocidas a ciertas
cantidades y hacer operaciones. Ahora vamos a ver algunas técnicas mas para transformar
algunas desigualdades en otras que posiblemente sean mas sencillas.

Reordenando términos

Imagina que has ganado un concurso y el premio consiste en 6 regalos. Sin embargo, hay
tres tipos de regalos: unos valorados en 100€, otros valorados en 200€ y otros valorados en
500€, y, de los seis regalos, se te permite escoger tres de un valor, dos de otro valor y el
ultimo del tercer valor. ;Como hacer para maximizar el valor del premio? Bueno, todo el
mundo sabe que lo ideal es coger tres regalos de 500€, dos de 200€ y el altimo de 100€. Es
decir, el maximo ntimero posible de los regalos de mas valor, después el maximo nimero
posible de los del segundo mejor valor, y asi sucesivamente. Esta es la idea que subyace en
la desigualdad de reordenacion.

Desigualdad de reordenacion

Sean a1, @y, . .., a, y by, b, .. ., b, nimeros reales tales que

ar < az < --- < ay,
by <by <..- < b,

Consideremos todas las sumas de la forma

albz-l als ﬂ.gbig TF oo anbi

n?
donde (41,9, . . - , &) s una reordenacién de los nimeros (1,2, ..., n). Entonces, la

suma méaxima se alcanza para (i1, @, . . ., ,) = (1,2,...,n) y la suma minima para
(41,22, -y 2n) = (myn —1,...,1).

En otras palabras, la desigualdad de reordenacion nos dice que la suma es maxima cuando
emparejamos el mayor con el mayor, el segundo mayor con el segundo mayor, y asi
sucesivamente. La suma es minima cuando emparejamos el mayor con el menor, el
segundo mayor con el segundo menor, etc. Antes de pasar a ver algunos ejemplos, vamos a
hacer algunas observaciones importantes:

* En las desigualdades que hemos tratado hasta ahora, esta es la primera en que tenemos
que comprobar que los nimeros a los que se la aplicamos estan en cierto orden, es
decir, no podemos reordenar todo lo que queramos y como queramos.

* Hay un caso en el que la ordenacién de las variables es de regalo: cuando la
desigualdad es simétrica, es decir, al permutar las variables la expresion no cambia.
Aunque trataremos mas adelante con desigualdades simétricas, conviene saber ahora
que si una expresion es simétrica en sus variables, podemos suponer que éstas tienen el
orden que queramos. Por ejemplo, para analizar la expresion

vVIn(1+2?) +In(1+3?) V/In(1+y?) +In(1+22)  /In(l+a?) +In(l + 22)

5 — cos(z) cos(y) 5 — cos(y) cos(z) 5 — cos(z) cos(z2)

podemos cambiar @ por ¥, ¥ por Z 6 & por 2 las veces que queramos que la expresion
no cambiara. Por tanto, podemos hacer los cambios que queramos para suponer que
x < Yy < z. Puede que esto nos sirva o no, pero es otra herramienta a nuestra

disposicion.
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Ejercicio propuesto
Supongamos que I, ¥, Z son tres numeros reales tales que 0 < & < y < z Demostrar
las siguientes desigualdades:

a.z? < y* < 2 para cualquier a > 0.

b. 2 < y* < x% para cualquier a < 0.

cry < yz < rz.

dzt+y<yt+z<z+z

Vamos a ver ahora algunos ejemplos en los que aplicar estas ideas (hay que decir que no
siempre es facil usar la desigualdad de reordenacion, pero cuando se usa resulta ser muy
atil).

Ejercicio resuelto
Demostrar las siguientes desigualdades:
axyt+yztxrz< z? + y2 + 22 para cualesquiera Z, Y, 2 € R.
b. 3:23; =F yzz +z2z< 2+ y3 + 23 para cualesquiera z,y, 2 > 0.
C. myzz al 'yzazz aly ﬂ:zyz <az+ y4 + 24 para cualesquiera Z, Y, z € R

Solucién. La primera desigualdad ya la habiamos demostrado usando que
(:B — y)2 |- (y — 2)2 - (:B — 2)2 > 0, pero vamos a ver cémo hacerlo usando
reordenacion. Podemos suponer que x <y < z sin perder generalidad, luego
aplicando la desigualdad para a; = by = x, a3 = by = y, a3 = b3 = z, tenemos que

Ty + Yz + 22 = arby + aghs + asby < arby + aghy + agby = 2 + 17 + 2

Para la segunda desigualdad, ya no podemos suponer que las variables estan en el
orden que queramos porque no hay simetria, pero da igual porque los cuadrados estan
en el mismo orden que los niimeros (es importante que sean positivos). Por tanto,

Py+yztrz<a? e+ -y+2-z=2t+oP + 24

Para la tercera desigualdad, tampoco hay simetria, pero observa que podemos escribir
el miembro de la izquierda como (zz)(yz) + (zy)(xzz) + (xy)(yz). Aplicando el
primer apartado a los nimeros &Y, ¥z y Tz, y después a los niimeros z?, y2 v 2
obtenemos que

:I:yz2 + yzm2 + a‘:zy2 < m2y2 + z222 + y2z2 <zt y4 + 2%

Ejercicio resuelto

Demostrar que para cualesquiera , Y, z > 0, se cuample que

z(y + z — 2x) y($+z—2y)+z(:c+y—2z)

< 0.
1y + 22 x2 | 22 x? + 32
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Solucién. Como la expresion del enunciado es simétrica, podemos suponer que
0 < z < y < z Entonces, se cumple que

x y z
P22 T w2422 T a2y

Escribamos ahora la desigualdad del enunciado como E, + By < 2F;, donde

x Y z

Bimy % 4z Y g F
1=y 2+ 22 22 + 22 z? + 32’
T Yy z
E:Z'7+.’L"7+ 5 ——
e Y2 + 22 212 22 + 32
T y z
Fr=r — 4ty ——— 4+ z- —
TP ey T gy 2 T gy

La desigualdad de reordenacion nos dice ahora que E, < E; y FE5 < E3, de donde

obtenemos la desigualdad buscada.

Demostracion de la desigualdad de reordenacion

En realidad, la demostracion de la desigualdad es muy sencilla. Para verlo, vamos a
comenzar viendo lo que ocurre para n = 2, es decir, tendremos a; < ag y by < by y
queremos probar que

alb2 + agbl S a1b1 + G;gbg

(observa que con @ = 2 sélo hay dos ordenaciones posibles). Si pasamos todo al segundo
miembro, la desigualdad es equivalente a

0 < aiby + asby — a1bs — agby = (a2 — a1)(b2 — by),

que obviamente es cierta porque az — a; > 0y by — by > 0.

(Como puede ayudarnos esto al caso general? Bueno, si tenemos 7 > 2, entonces
podemos ir cambiando los niameros de dos en dos. Seria bueno que te convencieras de
esto, aunque aqui vamos a ver un ejemplo concreto: dados a3 < as < agy by < by < by,
probemos que

a1b3 + a2b1 + agbg S albl + agbg + 0353,

para lo que usamos el caso n — 2 con el primer y el segundo sumando y luego con el
segundo y el tercero:

albg + agbl + G.gbg S albl -+ G,ng + agbg S albl + G.gbg + G;gbg,

En otras palabras, nos llevamos primero el mayor con el mayor, luego el segundo mayor
con el segundo mayor y asi sucesivamente. Intenta entender por qué esto se puede hacer

siempre.

Desigualdad entre las medias aritmética y geométrica

Aunque ya veremos otra demostracion de este resultado, vamos a utilizar la desigualdad
de reordenacion para demostrar la desigualdad entre las medias aritmética y geomeétrica
de un conjunto de nimeros Ty, 3, ..., L, > 0, es decir, para demostrar que

< $1+$2+...+$n.

VE1Ty - Ty <

n
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Para eso, vamos a considerar los niimeros auxiliares
r T2 Tn

Yo——— Y— —— -+ Yn— ———
ﬂml...mn ﬂml...mn ﬂml...mn

que cumplen que ¥1Ys - - - Y, = 1. Entonces, vamos a escribir

y ay y a y as y an-1
1= 5 2— " 3— " .- n—1 — .
1 a; as A2
para ciertos numeros positivos aj,@s,...,0a,_1 (esto puede hacerse siempre por ser
Y1, Y2y « - + » Y1 positivos). Ahora bien, como Y1Y2 - - - Y, = 1, tendremos que
1 l-a;-as---a,_s 1
yn — — f— .
Yiy2- - Yn ay-Qz- - Qp1 Ap—1
Aplicando la desigualdad de reordenacion a {1, A1,a9,. .., an_l} y a sus inversos (que
estan ordenados en orden opuesto), tenemos que
1 a an_2 1 a Qp—1
Yy +ypt+.. Yy =—+—+...+ Z =+ —+...+ =n.
a a2 an—1 ap—1 1 ay Qp—1

Finalmente, tenemos que
Tyt T2 t+...+x,
2
n/mlmg . s mn

n<y1tyt+...+y,=

de donde deducimos la desigualdad buscada.
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Leccion 4. Manipulando desigualdades II: cambios de
variable

Una técnica que en general es muy fructifera en matematicas es el cambio de variables.
Muchas veces reescribir un problema en otros términos hace que veamos la situacion
desde una nueva optica que puede clarificar el razonamiento y darnos alguna pista para
seguir. Aqui aplicaremos esta idea para resolver desigualdades.

Ejercicio resuelto (Desigualdad de Nesbitt)

Dados tres numeros a, b, ¢ > 0, demostrar que

a b

n i c 3
b+e a+tec a+b

57

>

y que la igualdad se alcanza si, y solo si, @ = b=c.

Solucién. Consideremos los tres niimeros positivos € = b+¢, y=a+c¢, z=a+b.
Podemos despejar a, b y C en términos de &, Y y 2 resolviendo el sistema como

1 1 1
a=—(—xz+y+z), b==(—-y+z2), c=—=-(z+y—2).
2 2 2
Sustituyendo estos valores llegamos a que
a b c —zH+ytz xT—ytz xTty—=z
b+c+a+c+a—|—b_ 2z + 2y + 2z

1 T Y Yy oz z =z 3
==ll—-—"F=)F+|=+—= +(—+—) - =
2| \y = z oy T oz 2

Como la suma de un niimero positivo mas su inverso es siempre mayor o igual que 2,

llegamos a que la expresion del enunciado es mayor o igual que 3 Como queriamos

probar.

Lo que hemos hecho en el ejercicio anterior es invocar unas nuevas variables x, ¥, 2 para
expresar la desigualdad en términos de las mismas y hemos visto que se simplifica
bastante (hemos usado una técnica que suele funcionar algunas veces: sustituir segun el
valor de los denominadores). En realidad, hay dos formas distintas de enfocar el cambio de
variables:

e La primera forma es, como hemos hecho en el ejercicio resuelto, definir nuevas
variables. Es importante ver que las expresion original pueda escribirse solo en
términos de las nuevas variables y saber donde se mueven estas ultimas.

* Otra forma es, directamente, sustituir las variables originales por expresiones que
dependen de nuevas variables. En este caso, es importante saber que cuando las nuevas
variables toman todos los valores posibles, las nuevas también lo hacen, es decir, se
barre todo el dominio de las variables originales.

Ahora vamos a centrarnos en casos concretos.
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Cambios lineales

Supongamos que tenemos una expresién que depende de tres variables a, b, c. Entonces,
podemos hacer un cambio lineal, es decir, definir nuevas variables a,b,c¢ como
combinacion lineal de estas:

T = hlla + hlgb + hlgc,
Yy = hgla + hggb + hggC,
z = hgla + hggb + hggC,

donde Ay, hi2,... son nimeros reales. Entonces, estas constantes definen a a,b,c
linealmente a partir de &, ¢, 2. Es importante que el sistema sea invertible, es decir, que se
puedan despejar a, b, ¢ en términos de x, ¥, 2, tal y como hicimos en el ejemplo resuelto.
Algunos casos que suelen ser ttiles son los siguientes, para dos y tres variables:

z=b+e

r—=a+b
y—a-+c

—a—0>b
z=a-+b

Lo importante es darse cuenta de que estos cambios son invertibles (prueba a despejar las
antiguas variables en funcién de las nuevas), luego si a, b, ¢ se mueven en R también
x, 1y, z se mueven en R. Eso no quiere decir que si a, b, ¢ son positivos, también lo sean
T, Y, Z o viceversa.

Ejercicio propuesto

Sean a, b, ¢ ntimeros reales positivos. Demostrar que

a-+b+ 3¢ at+3b+c 3a+b+ec >15
3a+3b+2¢c 3a+2b+3¢c 2a+3b+3¢c 8°

Indicacién: cambia los denominadores por nuevas variables T, 1y, 2.

Cambios para salvar restricciones

En muchas ocasiones, las desigualdades con las que tratamos tienen alguna restriccién; por
ejemplo, se nos dice que las variables tienen una suma o un producto concreto:

* SixTy,T9,...,Ty,son positivos y 1T - - T, = 1, entonces podemos hacer el cambio
o Q2 _ Qp _ay
ml_iﬂ mg_iﬂ ) m‘n*l_ ? mn— .
az as Qn a;
Parece que este cambio complica las cosas pero ahora aj,as,...,a, son nimeros

positivos cualesquiera y la restriccion ha desaparecido.

* Si Ty1,%9,...,Z, son numeros reales tales que x; + X9+ ...+ x, = 0, entonces
podemos hacer el cambio

L1 — ay — 0,2, o — ao — (Ig, ‘e n—1 — Ap—1 — avn, Ip — Ap — (11,

donde ahora ay, . . ., @, son nimeros reales cualesquiera.
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Ejercicio resuelto

Dados tres nimeros a, b, ¢ > 0 tales que abc = 1, demostrar que

2 2 2
+ + <1
(a+12+b6+1  (b+12+c+1  (c+1)2+a+1 ~

Solucién. En primer lugar, vamos a aplicar la desigualdad entre las medias aritmeética y
geomeétrica para transformar los denominadores. Concretamente,

(a+1)>+b°+1=0a’+2a+b*+2>2ab+2a+2,

y lo mismo con los otros dos. Por tanto, si llamamos E al miembro de la izquierda en el
enunciado, tenemos que

1 1 1
< .
“abt+a+1 i bct+c+1 u act+c+1

Ahora usamos el cambio que hemos propuesto antes, escribiendo

a=—, b==% c¢c=—.

Sustituyendo en lo anterior y operando, llegamos a que

1 1 1 Yz Tz

Y

y esta tltima suma es igual a uno.

+ + = + +
ab+a+1 bect+c+1 ac+e+1 zyt+yztzz zytyztzz zy

Desigualdades con los lados de un triangulo

Para terminar con esta leccidon, vamos a estudiar un caso que se presenta frecuentemente al
tratar problemas de desigualdades. Muchos problemas comienzan diciendo Si @, by ¢ son
los lados de un triangulo, demostrar que.. La pregunta es: ;Queé tienen los lados de un
triangulo que no tengan otros numeros? En primer lugar, son siempre positivos (las
longitudes son positivas) pero ademas tienen que cumplir la desigualdad triangular. Por
ejemplos 3, 8 y 20 no son los lados de ningtin triangulo porque no se puede formar un
triangulo con esas longitudes. Estas desigualdades triangulares nos dicen que a, b, ¢ son
los lados de un triangulo si, y solo si,

a<bt+e b<ate c<a-+thb.

En otras palabras, un lado no puede ser mayor que la suma de los otros dos. Ahora hay
dos caminos principales para atacar estas desigualdades: primero, usar técnicas
geometricas y relacionar la expresion que estamos manejando con elementos geomeétricos
del triangulo (area, alturas, medianas, bisectrices, radios inscrito o circunscrito,...) y
después usar un razonamiento geométrico; o bien, segundo, hacer el cambio a = x + ¥,
b= Y+ z ¢ = x + z, siendo &, Y, Z niimeros reales positivos cualesquiera, y trabajar con
las técnicas de desigualdades. Mas concretamente, tenemos el siguiente resultado.
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Cambio de variables para los lados de un triangulo

Tres niimeros reales @, b, ¢ son los lados de un tridngulo si, y sdlo si,
a=z+y, b=y+z c=z+z

para ciertos reales positivos &, ¥, 2.

Se deja como ejercicio ver que esto es cierto, es decir, los nimeros © + ¥,y + 2,z + 2
siempre son los lados de un triangulo y los lados de un triangulo siempre se expresan de
esta forma. Finalizamos con un ejemplo.

Ejercicio resuelto (desigualdad de Euler)

Demostrar que en cualquier triangulo, el radio de la circunferencia circunscrita es mayor

o igual que el diametro de la circunferencia inscrita.

Soluciéon. Este es un teorema de geometria clasica que tiene multitud de
demostraciones, casi todas mas elegantes que la que vamos a presentar aqui, pero
queremos ver cémo aplicar el cambio de variable. Si a, by ¢ son los lados del triangulo,
entonces los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita, que denotaremos por 7
y R, respectivamente, estan dados en funcién de los lados por

r:\/(p—a)(p—b)(p—c) 0 abe

3

P C4/plp—a)p-b)p o)

donde p = % (a, +b+ C) es el semiperimetro (si quieres ver de donde proceden estas

férmulas, consulta la seccion de geometria). Entonces, la desigualdad a probar es
2r < R, que se puede escribir usando las férmulas anteriores como

8(p —a)(p — b)(p — ¢) < abe.

Si hacemos el cambio a =z +vy, b=y+ 2z c¢=x+ 2 para x,y, 2 positivos,
entoncesresultap —a = z,p — b = & y p — ¢ = y. La desigualdad anterior se escribe
ahora como

8zyz < (z +y)(y + 2)(z + 2)

para cualesquiera x, ¥, 2 > 0. Usando la desigualdad entre las medias aritmética y
geométrica, tenemos que 2 /xy<z+y 2,/yz<y+z 2Jrxz<z+z

Multiplicando estas tres desigualdades, obtenemos el resultado.
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TEMA 3: GEOMETRIA.

Leccion 0. Distancias, angulos y areas

La geometria clasica, llamada asi por tener sus origenes en la Antigiiedad, es una rama de
las matematicas que estudia distintos objetos del plano y el espacio mediante la
comparacion de longitudes y angulos (ejemplos de tales objetos son los puntos, las rectas o
los poligonos). Este tipo de geometria es uno de los temas centrales en el curriculo de
olimpiadas por basarse en el razonamiento geométrico puro, al estilo de los Elementos de
Euclides. En esta leccion introductoria presentaremos los ingredientes basicos que vamos a
utilizar para estudiar la geometria del plano; mas adelante, se trataran algunas
caracteristicas de la geometria del espacio. Esta introduccién no pretende ser rigurosa ni
exhaustiva sino presentar definiciones y propiedades elementales que apareceran mas

adelante (como recordatorio, ya que todos estamos familiarizados con ellas).

Puntos, rectas y segmentos

Los puntos son las unidades indivisibles de la geometria y todas las demas figuras se
componen de ellos. Una recta es una coleccién unidimensional de puntos y un plano es
una coleccidon bidimensional de puntos. Definir rigurosamente una recta o un plano puede
ser complejo, asi que simplemente diremos que son figuras ilimitadas cuyos puntos son
indistinguibles unos de otros: si nos colocaran en un punto de una recta o un plano sin
referencia alguna, no sabriamos decir en qué punto estamos (piensa que otras figuras como

una circunferencia o un triangulo no cumplen estas propiedades).

Si un punto pertenece a una recta, diremos que la recta pasa por el punto, en cuyo caso la
separa en dos subconjuntos disjuntos llamados semirrectas con extremo en dicho punto. Por
dos puntos distintos pasa una unica recta, aunque esto no es cierto para tres o mas puntos
(en caso de que ocurra, tales puntos se dice que estan alineados o que son colineales). Dos
puntos en una recta la dividen en tres subconjuntos: dos semirrectas (ilimitadas) y un
segmento (limitado), como se muestra en la figura mas abajo. Estos dos puntos se llaman
extremos del segmento. Normalmente supondremos que los segmentos y semirrectas

contienen a sus extremos salvo que se diga lo contrario.

En la siguiente figura se muestra la recta que pasa por dos puntos distintos A y B, recta

que suele representarse por AB:
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e El segmento con extremos A y B, se escribe simplemente como AB y se corresponde
con la parte roja de la recta, incluyendo los puntos Ay B.

—
» La semirrecta con extremo en A que pasa por B se escribe como AB y se corresponde

-
con las partes roja y morada. Esta semirrecta es distinta de BA, que se corresponde con

las partes roja y verde.

Dos rectas distintas en el plano pueden cortarse o no en algin punto. Si no se cortan, se
dice que son paralelas y, si se cortan, se dice que son secantes. Dos rectas secantes se cortan
en un unico punto (;por qué?). En la siguiente figura se puede ver un par de rectas

secantes (en rojo) y un par de rectas paralelas (en azul):

VA

Angulos

Dos semirrectas en el plano con vértice comtin en un punto O dividen al plano en dos
regiones, llamadas dngulos con vértice en O. Cuando las dos semirrectas son la misma, una
de estas dos regiones "desaparece” y a la otra se le llama angulo completo y se le asigna el
valor 360° Este es un valor arbitrario que resulta de haber elegido los grados
sexagesimales (%) como unidad. Mas adelante también trabajaremos con otra unidad, el
radian, de forma que el angulo completo mide 27 radianes. A cada angulo del plano se le

puede asignar un valor entre 0° y 360°, de forma que cumple las siguientes propiedades:

¢ 5i un angulo esta contenido en otro, entonces su valor es menor o igual que el de este

ultimo.

* 5i un angulo se descompone como unién de dos angulos, entonces su valor es la suma

de estos dos angulos.
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Dos rectas secantes determinan cuatro semirrectas con vértice en el punto de interseccion
y, por tanto, cuatro angulos. De estos cuatro angulos, los que sélo comparten el vértice se
llaman opuestos por el vértice y son iguales. Los que comparten una semirrecta se llaman
suplementarios y suman 180°. Si los cuatro angulos formados por dos rectas son iguales, su
valor es 90° y las rectas se llaman perpendiculares. Los angulos de 90° se llaman rectos, los
de mas de 90° obtusos y los de menos de 90° agudos. Si una recta divide a un angulo a en
dos angulos iguales, éstos tendran un valor % y dicha recta se llama bisectriz (interior) del
angulo. Suele hablarse de bisectriz exterior para referirse a la bisectriz del angulo
suplementario, como puede verse en la figura. La bisectriz interior y exterior de un angulo

son perpendiculares (;sabrias demostrarlo?).

bisectriz
interior

bisectriz exterior

Dada una recta 7, por todo punto P pasa una tinica recta perpendicular a 7 y una tinica
recta paralela a 7. Ademas, la perpendicular es secante con 7 en un punto P’ que suele

llamarse pie de la perpendicular por P a . Lo representamos en la siguiente figura:

paralelaar

perpendicular que pasa por P

a r que pasa por P

Rectas paralelas cortadas por una secante

SiTy S son dos rectas secantes y s’ es otra recta paralela a s, entonces 7'y s’ son secantes.
Ademas, de entre los ocho angulos formados por 7, sy s’ los correspondientes son

iguales.

angulos
correspondientes

%’ Se cumple que « + 3 = 180"
r
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Longitudes

La longitud es un niimero mayor o igual que cero que se le asigna a cada segmento del
plano y que representa la distancia entre los extremos del segmento. Si el segmento es AB,
suele usarse la misma notacién AB para hacer referencia a la dicha longitud. La longitud
puede ser cero en el caso degenerado en que 4 = B y el segmento se reduce a un tnico

punto. Algunas propiedades de la longitud son las siguientes:

¢ Siun segmento de longitud @ esta contenido en otro de longitud b, entonces a < b.

e Dados dos puntos A y B, se tiene que AB = BA. Dado un punto P en el segmento
AB, se cumple que AB = AP + PB.

De la misma forma que ocurria con los angulos, esta ultima propiedad nos permite sumar

y restar longitudes de forma geométrica:

”V

— l}

Una propiedad mas interesante es la siguiente desigualdad, que nos dice que para ir de un
punto Aaun punto B seguir el segmento AB es mas corto que pasar por un tercer punto

C que no esta en el segmento AB.

Desigualdad triangular
Dados tres puntos A B y C se cumple que

AB < AC + BC.

Laigualdad se alcanza si, y sélo si, C pertenece al segmento AB.

Circunferencias

Dado un punto O y un niumero real r > 0, existen muchos puntos del plano a distancia
de O. Al conjunto de todos estos puntos se le llama circunferencia de centro o y radio 7.
Dos puntos A y B en una circunferencia la dividen en dos trozos curvilineos llamados
arcos de la circunferencia, mientras que el segmento que los une se llama cuerda. Una
cuerda que pasa por el centro de la circunferencia se llama didmetro. El angulo /' AOB se
llama angulo central correspondiente al arco AB. Esto nos permite identificar angulos con
vértice en el centro de la circunferencia y arcos de la misma. Ademas, a la region
delimitada por el arco AB y los segmentos OA y OB se le llama sector circular de angulo
/" AOB. Por otro lado, una circunferencia divide al plano en dos regiones, una limitada

llamada circulo o interior y la otra no limitada llamada exterior.
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A A
C
O
D
B B

Circunferencia de Arcos y angulos centrales Cuerda AB y didmetro CD
centro O y radio r determinados por Ay B

Por tres puntos no alineados pasa una tnica circunferencia (esto se justificara cuando se
hable de circunferencia circunscrita a un triangulo), por lo que dos circunferencias
distintas se cortan en como mucho dos puntos. 5i se cortan en dos puntos, se dicen secantes
y si se cortan en un punto tangentes. Dos circunferencias tangentes pueden serlo
interiormente si una esta contenida en el interior de la otra, o exteriormente en caso contrario.
De la misma forma, una circunferencia y una recta se cortan en un maximo de dos puntos.
Si se cortan en dos puntos, se dicen secantes y si se cortan en un punto tangentes. En la
siguiente figura mostramos estas posibilidades, indicando en color rosa los puntos de

interseccion y en blanco los centros de las circunferencias:

Circunferencias Circunferencias Circunferencias
tangentes exteriores tangentes interiores secantes
[)
[ ]
_ _ Recta y
Recta y circunferencia circunferencia secantes
tangentes

Si por cada tres puntos del plano no alineados pasa una unica circunferencia, esto no es
cierto en general para cuatro o mas puntos. Se dice que ciertos puntos son conciclicos si por
ellos pasa una circunferencia. Determinar si ciertos puntos estan alineados o son
conciclicos es un problema que puede llegar a ser muy complejo y que trataremos bastante

a lo largo de estas lecciones.
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Para terminar con hechos generales de la circunferencia, hemos de decir que su longitud es
igual a 277, siendo 7 su radio. Esto nos permite calcular la longitud £ de un arco entre dos
puntos A y B ya que ésta debe ser proporcional al correspondiente angulo central
a = ZAOB. Como un dngulo central de 360 corresponde a la circunferencia completa de

longitud 27T, tenemos que

Tra
180

Il

~|Q
o~
Il

Poligonos

Una linea poligonal es una curva formada por una sucesion de segmentos de forma que el
extremo final de cada segmento es el extremo inicial del siguiente. 5i el extremo final del
ultimo segmento es el extremo inicial del primero, entonces se dice que la poligonal es
cerrada. 5i ademas cada segmento sélo tiene interseccion con el siguiente y el anterior en
los mencionados extremos, entonces la poligonal bordea una region del plano llamada
poligono. Cada segmento de la poligonal es un lado del poligono y cada extremo de un lado
es un vértice. Un poligono tiene, por tanto, el mismo numero de vértices que de lados.
Ademas, en cada vértice de un poligono se tocan exactamente dos lados (que se dicen
adyacentes a dicho vértice), que forman dos angulos: un angulo interior (hacia el interior del
poligono) y un angulo exterior. Los vértices de un poligono son Ay, Ao, ..., A, (escritos
en orden consecutivo), determinan completamente al poligono, por lo que es usual escribir
simplemente A; Ay ... A, para hacer referencia al poligono. Los lados de este poligono se
expresan escribiendo los pares de vértices consecutivos que son sus extremos, es decir,
AlAg, AgAg, etc.

Un poligono es un triangulo si tiene tres lados, un cuadrilatero si tiene cuatro lados, un
pentagono si tiene cinco lados, etc. En general, si queremos expresar que tiene un nimero
n de lados, suele decirse que es un n-agono. Veamos algunos nombres importantes que

reciben algunos poligonos destacados:

¢ Un triangulo se dice...
o equildtero si tiene los tres angulos iguales,
o isdsceles si tiene dos angulos iguales,
© escaleno si tiene los tres angulos distintos,
© acutingulo si tiene los tres angulos agudos,
o rectangulo si tiene un angulo recto,

© obtusdngulo si tiene un angulo obtuso.

* Un cuadrilatero se dice...
© un paralelogramo si sus dos pares de angulos opuestos son iguales,
o un rectangulo si todos sus angulos son iguales,

© un cuadrado si es un rectangulo y tiene los cuatro lados iguales,
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o un trapecio si dos de sus lados son paralelos,
o un rombo si tiene los cuatro lados iguales,

¢ Un poligono se dice regular si tiene todos sus lados iguales y todos sus angulos

interiores iguales.

¢ Un poligono se dice convexo si todos sus angulos interiores son menores o iguales que
un angulo llano (180°). Esto es lo mismo que decir que, dados dos puntos del poligono,

el segmento que los une esta contenido en el poligono.

Estas definiciones no son excluyentes. Por ejemplo, todo tridingulo equilatero es isosceles;
todos los cuadrados son rectangulos; todos los rectangulos y rombos son paralelogramos;
todos los paralelogramos son trapecios. En la siguiente leccién, veremos que hay otras
definiciones o formas de comprobar estas definiciones. Por ejemplo, un paralelogramo
también es todo cuadrilatero que tiene sus lados opuestos iguales (en el caso del
rectangulo, a estas dos longitudes se les llama base y altura). Por otro lado, los adjetivos
acutangulo, rectangulo y obtusangulo si que son excluyentes, como consecuencia del

siguiente resultado.

Angulos de un triangulo

Los angulos de cualquier triangulo suman 180°.

Ejercicio propuesto
Justificar las siguientes afirmaciones:
a. Un triangulo no puede tener dos angulos rectos.
b. Todo triangulo es acutangulo, rectangulo u obtusangulo.
c. Los angulos de un triangulo rectangulo e isésceles son 90°, 45° y 45°.

d. Los angulos de un tridingulo equilatero son iguales a 60°.

Todo poligono de se puede descomponer en triangulos de forma que dos cualesquiera de
esos triangulos se toquen sdlo a lo largo de un vértice o una arista y a este proceso se le
llama triangulacion del poligono. De hecho, un poligono de 7-lados se puede triangular con
n — 2 triangulos. Por ejemplo, en la siguiente figura se muestra uno 24-agono no convexo
pintado de amarillo triangulado en 22 triangulos (obviamente, la forma de triangularlo no

es unica):
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Ejercicio propuesto

Demostrar que en un poligono de 12 lados, se cumplen las siguientes afirmaciones:
a. La suma de los angulos internos es 180(n — 2).
b. La suma de los angulos externos es 180(n + 2).

. : . ; : _ 360
c. Si el poligono es regular, entonces cada angulo interno es igual a 180 "

cada angulo externo es igual a 180 + %.

En la siguiente figura pueden verse los angulos interiores de los poligonos regulares,

desde el triangulo hasta el eneagono:

Un poligono se dice ciclico o que tiene una circunferencia circunscrita si hay una
circunferencia que pasa por todos sus vértices, es decir, si dichos vértices son conciclicos.
Se dice que tiene una circunferencia inscrita si hay una circunferencia tangente a todos los
lados del poligono. Mas adelante, veremos que todo tridngulo admite circunferencias
inscrita y circunscrita, aunque esto no es siempre cierto para poligonos con mas de tres

lados. En la siguiente imagen se pueden ver heptagonos con circunferencia circunscrita e

OO0

inscrita:
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Los poligonos regulares tienen circunferencia circunscrita y también circunferencia
inscrita. El centro de estas circunferencias coincide y se llama certro del poligono. Al radio

de la circunferencia inscrita también se le llama apotema del poligono.

A la suma de las longitudes de todos los lados de un poligono se le llama perimetro del

poligono. En un n-agono regular, el perimetro es n veces la longitud del lado.

Movimientos del plano

Un movimiento rigido o isometria del plano es una transformacion que conserva las
distancias. Sobre este tema volveremos mas adelante con mucha mayor profundidad, pero

conviene saber que las siguientes aplicaciones son movimientos rigidos:

* Traslacion. Consisten en moverse una longitud prefijada en una direccién y sentido

prefijados, lo que puede resumirse en dar un vector de traslacion.

* Rotacion. Consisten en girar un cierto angulo prefijado respecto de un punto prefijado

llamado centro de rotacion.

* Simetria. Consisten en reflejar respecto de una recta prefijada llamada eje de simetria

como si se tratara de la imagen a través del espejo.

Los movimientos conservan todos los elementos geométricos: las distancias, los angulos y,
como comentaremos a continuacion, las areas. Ademas, llevan rectas en rectas y

circunferencias en circunferencias del mismo radio.

Si podemos pasar de una figura a otra aplicando uno o varios movimientos consecutivos,
se dice que las figuras son congruentes. Intuitivamente, si el plano estuviera hecho de papel,
dos figuras son congruentes cuando una puede recortarse y superponerse perfectamente
sobre la otra. En la figura pueden verse ejemplos de triangulos A'B'C’ congruentes por los
movimientos arriba mencionados con un tridngulo ABC' (es usual utilizar " para denotar

los puntos correspondientes, también llamados hontélogos):

B angulo de c
rotacion
A B

C' A
B ::f
L] V '
C A /vector de c
translacion
centro de
A A' rotacion
/eje de
simetria
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Areas

Para terminar con las generalidades, hablaremos del area de las regiones del plano. La
definicion matematica de area es muy sofisticada, pero aqui sélo hablaremos de regiones
delimitadas por trozos de rectas y circunferencias y nos ceniremos a la idea intuitiva del

area, para lo que basta saber que se cumplen las siguientes propiedades:

* Ll area de un rectangulo de base b y altura h es bh.

e El area de un circulo de radio 7 es 7.

e Si una region se descompone como unién de varias trozos que no se solapan, entonces

su area es la suma de las areas de estos trozos.

e Si dos regiones son congruentes, entonces tienen la misma area.

Veamos cémo aplicar estas ideas al calculo del area de un triangulo ABC'. Para ello,
consideraremos el segmento AP perpendicular en su extremo P a la recta que contiene el
lado @ = BC . Este segmento se llama altura del triangulo respecto del vértice A y P se
llama pie de la altura. También tomaremos la recta paralela a BC' que pasa por A y los
puntos () y R que son pies de las perpendiculares a esta recta que pasan por B y C,

respectivamente.

Este calculo tiene una particularidad que aparece frecuentemente en los problemas y es
que hay que distinguir casos ya que la demostracién no es idéntica si el angulo A es

agudo, recto u obtuso. Estos tres casos se pueden ver en la figura siguiente:

Qo A OR A (——\Q OR
ha ha
B(' p (1 ‘)C B g P a ‘)C
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A Q R

O =
P B (L ‘)C

 En el caso en que A es agudo, los dos tridngulos verdes y los dos tridangulos azules son
congruentes, luego tienen la misma area. Por tanto, el area del triangulo ABC es la

mitad del area del rectangulo BQ RC, que es igual a ah,, (base por altura).

* En el caso en que A es recto, los triangulos verdes desaparecen y el argumento es

similar al anterior.

¢ Finalmente, si A es obtuso, el drea de ABC es el area de APC menos el area de APB.
El area de APC es la mitad del area de APRC y el area de APB es la mitad del area
de APBQ (triangulos rosas). Por tanto, el area de ABC es la mitad de la diferencia
entre las areas de APRC y APBQ), es decir, 1a mitad del area de BQRC, que es igual
aah,.

El area no depende de haber elegido el angulo A y podria haberse hecho el mismo

razonamiento usando Bé C y considerando las correspondientes alturas hy, y h..

Area de un triangulo

El area de un triangulo ABC es igual a

siendo a, b y ¢ las longitudes de sus lados y ha., hp y h.las longitudes de las alturas

correspondientes.

Una consecuencia importante de esta formula para el area de un triangulo es que si
trasladamos un vértice del triangulo paralelamente al lado opuesto, entonces los triangulos

resultantes tienen el mismo area que el original:

\A
—

C
e ——
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Los poligonos de mas de tres lados pueden triangularse para calcular su area como la
suma de las areas de los triangulos que aparecen en la triangulacién. En cuanto a un sector

circular de radio 7, el area es proporcional a su angulo central; teniendo en cuenta que un

angulo de 360° corresponde a 7r?, un angulo central & daré lugar a un area S dada por
360 o rla
— = & 8= .
2 S 360

Leccion 1. Congruencia y semejanza de triangulos

La herramienta geométrica mas util y que se aplica en mayor sin duda en la resolucion de
problemas de geometria de olimpiada es la semejanza de triangulos. Encontrar triangulos
semejantes en un problema suele dar siempre informacion 1util para su resoluciéon. En esta
leccion, aprenderemos la diferencia entre triangulos iguales, triangulos congruentes y

triangulos semejantes, como identificarlos y algunas propiedades relacionadas.

Por fijar notacion para esta leccion y algunas siguientes, cuando trabajamos con un
triangulo ABC, las letras mayusculas A B y C' denotan los vértices del triangulo,
mientras que usaremos las minusculas @, b y ¢ para los lados opuestos a dichos vértices.
También denotaremos por &,  y 7y los dngulos interiores en estos vértices. Todo ello

queda resumido en la siguiente figura:

A

Triangulos congruentes

Dos triangulos son congruentes cuando puede pasarse de uno a otro mediante sucesivos
movimientos rigidos del plano (como son las simetrias, las traslaciones o las rotaciones).
Informalmente, esto quiere decir que se puede recortar uno de ellos y pegarlo sobre el otro
haciéndolo coincidir de forma exacta. Aunque suele decirse que dos triangulos
congruentes son tridngulos iguales, esta terminologia no es del todo correcta ya que no son

el mismo triangulo sino que difieren en un movimiento del plano.

Supongamos que los triangulos ABC y A'B'C'" son congruentes, donde el vértice A
corresponde con A, el vértice B con B y el vertice C" con C. Entonces los lados y angulos

homologos coinciden:
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a=da, b="b, c=¢, a=d, B=40, 7:7’5

donde " denota los elementos de A'B'C". Esto es consecuencia de que los movimientos
rigidos conservan distancias y angulos. Reciprocamente, si dos triangulos tienen las
mismas longitudes de lados y los mismos angulos, entonces son congruentes. No obstante,
no hay que conocer estos seis datos (tres lados y tres angulos) para saber si son

congruentes ya que son sufientes tres de ellos. Esta es la filosofia de los siguientes criterios.

Criterios de congruencia de triangulos

Criterio LLL: Dos triangulos son congruentes si, y solo si, tienen tienen los tres lados

iguales.

Criterio LAL: Dos triangulos son congruentes si, y solo si, tienen tienen dos lados

iguales y el angulo comun a estos igual.

Criterio ALA: Dos triangulos son congruentes si, y solo si, tienen un lado igual y sus

angulos adyacentes iguales.

LLL:Triangulo
conocidos
sus tres lados

LAL:Triangulo

conocidos
dos lados y el
angulo comun

ALA:Triangulo
conocidos un

lado y los angulos
adyacentes
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Triangulos semejantes

Dos triangulos son semejantes cuando puede pasarse de uno a otro usando movimientos
rigidos del plano y también cambios de escala (homotecias). Esto ultimo quiere decir que
podemos multiplicar las longitudes de sus lados por una constante fija, por lo que los
triangulos semejantes tienen lados proporcionales (a la constante de proporcionalidad se le
llama razdn de semejanza). Ademas, como tales transformaciones conservan los angulos, no
es dificil convencerse de que dos triangulos son semejantes cuando tienen los angulos
homodlogos iguales. Por ejemplo, la siguiente figura muestra siete triangulos semejantes,

con angulos homologos representados por el mismo color.

<V

Criterios de semejanza de triangulos

Criterio LLL: Dos triangulos son semejantes si, y solo si, tienen tienen los tres lados

proporcionales.

Criterio LAL: Dos triangulos son semejantes si, y solo si, tienen tienen dos lados

proporcionales y el angulo comtin a estos igual.

Criterio AAA: Dos triangulos son semejantes si, y soélo si, tienen sus tres angulos

iguales.

Un resultado fundamental para trabajar la semejanza es el teorema de Tales.

Teorema de Tales
Sea OAC un triangulo y sean B y D puntos sobre las semirrectas 0OA y ocC,
respectivamente. Entonces, AC es paralela a BD s, y sélo si,

0A OC

OB OD°

En tal caso, los triangulos OAC y OBD son semejantes.
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Los triangulos OAC'y OBD, que pueden verse en la siguiente figura, se dice que estan en
posicién de Tales. Observemos que si las rectas AC y BD son paralelas, entonces los
angulos correspondientes que forman con la recta OB son iguales, es decir,

Z0AC = /OBD. De la misma forma, tenemos que /OCA = Z0DB. Asi, los

triangulos OAB y OC D tienen sus tres angulos iguales y son, por tanto, semejantes.

Una forma equivalente del teorema de Tales es que si tres o mas paralelas cortan a dos
rectas, entonces lo hacen en segmentos proporcionales, como puede verse en la figura de
arriba a la derecha (su demostracion se deja como ejercicio). En la resolucién de problemas,
siempre que aparezcan rectas paralelas, es buena idea comprobar si se puede aplicar Tales

o si hay triangulos semejantes.

A partir de ahora, la congruencia y semejanza las usaremos como herramientas basicas
para tratar multitud de problemas. Para facilitar la aplicacion de los criterios y no
confundir lados y éngulos homdlogos, cuando digamos que ABC' es semejante (o
congruente) a DEF', implicitamente asumiremos que A se corresponde con D, B se

corresponde con E'y C' se corresponde con F'. Se recomienda seguir esta notacion.

Triangulos rectangulos

Supongamos que ABC es un tridangulo rectangulo con angulo recto en el vértice A. Los
lados ABy BC se llaman catetos del triangulo y el lado BC hipotenusa. Si llamamos P al
pie de la perpendicular a BC que pasa por A, entonces el segmento AP se llama altura
del triangulo y lo denotaremos por h. Dicha altura divide a ABC en los triangulos APB

y APC, ambos rectangulos, como puede verse en la figura.

Pagina 57



TEORIA DE OLIMPIADAS MATEMATICAS | 2023 /24

Los triangulos ABC'y PBA son semejantes por el criterio AA ya que tienen dos angulos
iguales: uno recto /BPA = /BAC = 90° y otro coincidente /ABP = /ABC. Los

angulos iguales estan representados por el mismo color en la figura. La semejanza nos da

AB BC AC c a b

BP AB AP ° BP ¢ h
De aqui obtenemos que h= # v BP = %2‘ También son semejantes ABC v PAC

por la misma razoén y obtenemos que

AB BC AC ¢c a b

AP " AC CP " h b _CP’

de donde h = c-%‘P y BP = %2‘ Multiplicando las dos expresiones que hemos obtenido

para h, llegamos al conocido como teorema de la altura:

_ b-BP c¢-CP

h2
c b

=BP.-CP

Teorema de la altura

En un triangulo rectangulo, la altura sobre la hipotenusa divide a esta en dos

segmentos cuyo producto es el cuadrado de dicha altura.

En cambio, si sumamos las expresiones para BP y C'P, tenemos el teorema de Pitagoras:

2 2 2 2
w—BProp- . _bte

a a a

= a>=b +

Teorema de Pitagoras

En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los

cuadrados de los catetos.

Ley del paralelogramo
En un paralelogramo ABCD se cumple que

2(AB? + BC?) = AC® + BD”.
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TEMA 4: ALGEBRA.

LECCION 0: Ecuaciones funcionales

Una ecuaciéon es, por definicion, una igualdad entre expresiones algebraicas donde
aparecen una o mas variables, llamadas incdgnitas. Resolver la ecuacidn es encontrar todos
los posibles valores de las incdgnitas para los que la igualdad es cierta (a tales valores se les
Ilama soluciones). Por ejemplo, la ecuacion & + e® = 1 tiene una solucidn real, la ecuacion
COS(Z;L‘) — 0 tiene infinitas soluciones reales y la ecuacién €* + e¥ — 0 no tiene ninguna

(;sabrias demostrar por qué? ;Sabrias hallarlas?).

Definicion de ecuacion funcional Una ecuacion funcional es una ecuacion en la que la

incégnita no representa a un nimero sino a una funcion.

Por ejemplo, podemos preguntarnos qué funciones f cumplen la igualdad
flz+1) = fle) +1

para todo valor de . La incognita en esta ecuacién funcional no es & sino f. Una solucion

es elegir f(:n) — & para todo ntimero natural * € N. Esto nos dice que
flea+1)=a+1, fle)+1=a+1,

luego esta eleccién de f cumple la igualdad propuesta. Si ahora pensamos que la variable
& no es un numero natural sino real, entonces otra solucion es la funcion parte entera
f(:l:) — LxJ, ya que se cumple que L:I: + lJ — L:EJ + 1 para todo x € R. Es muy
importante a la hora de resolver una ecuacidn funcional, entender el concepto de funcién y
su dominio, asi como entender qué significan las variables que aparecen en una ecuacion

funcional. Estos seran los objetivos de esta leccién.

éQué es una funcion?

Solemos pensamos en las funciones como en formulas ya que muchas veces trabajamos
con tales férmulas en la practica. Por ejemplo, podemos decir que la formula

cos*(z) — 24/In(z2 + 1) + 2
tg(z — e®) + 8m(x? — 1)

es una funcion en la variable real & y hacer calculos con ella hallando limites, derivadas,
integrales, etc. Sin embargo, muchas funciones importantes en matematicas no estan dadas
por una férmula, como por ejemplo la funcion de Euler cp(’n,), que indica la cantidad de
numeros naturales entre 1 y 7 que son primos relativos con 7t (es decir, no tiene factores

comunes). Podemos calcular facilmente su valor:

n |1 2345678910
en)|1 1 2 2 4 2 6 5 6 4
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pero si buscamos una férmula para @(n) usando funciones elementales (polinomios,
potencias y raices, exponenciales, logaritmos, funciones trigonométricas directas o
inversas,...), probablemente no la encontraremos. Aun asi, ¢ es una funcion ya que para
cada valor de n, el valor de (p(’n) esta bien determinado. Dicho de otra forma, ¢ le asigna a

cada elemento del conjunto N un tinico elemento del conjunto N.

Definicién de funcién Una funcién f es cualquier forma de asignar a cada elemento de
un conjunto X un tinico elemento de un conjunto Y. En tal caso, se escribe f : X — Y.

Al conjunto X se le llama dominio de fy a Y se le llama codominio.

Por tanto, la funcién de Euler es una funcién ¢ : N — N. Esto no quiere decir que todos
los nimeros del codominio tengan que estar asignados (por ejemplo, no existe ningtin
natural n tal que go(n) = 3... ;sabrias demostrar por qué?) ni que a dos ntimeros distintos
del dominio se les tenga que asignar nimeros distintos (por ejemplo, tenemos que

©(5) = ¢(10) = 4). La tinica regla es que asignamos una tinico nimero a cada niimero

del dominio. Vamos a reformular estas propiedades en términos mas precisos.

Dada una funcién f: X — Y

Al elemento f(x) € Y se le llama imagen del elemento € X. Al conjunto de todas
las imagenes de todos los elementos se le llama imagen de f y suele denotarse por
F(X).

e No siempre ocurre que f(X) =Y. A las funciones que cumplen f(X) =Y se les

llama sobreyectivas.

¢ Dos elementos distintos pueden tener la misma imagen. A las funciones en que

elementos distintos tienen imagenes distintas, se les llama inyectivas.

Ahora podemos decir que la funcién de Euler no es sobreyectiva ni inyectiva. Saber si una
funcion es sobreyectiva o inyectiva suele dar informacion muy util para resolver

ecuaciones funcionales y lo analizaremos en una leccién posterior.

Por otro lado, es muy importante identificar bien el dominio y el codominio de las
funciones. Por ejemplo, tomemos la funcién f: Q) — R dada por f(z) = z2+1, cuyo
dominio son los nimeros racionales y codominio los reales. El valor las expresiones
f (\/i) y f(m) no se puede hallar con la férmula z? + 1 ni con otra y tampoco es que sea
desconocido o indeterminado... jes que no esta siquiera definido! Por tanto, jamas debemos

evaluar una funcion en valores fuera de su dominio.
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Para todo

Las ecuaciones funcionales suelen venir dadas por expresiones en las que cierta igualdad
se cumple para todo valor de derto conjunto. Entender esto es también fundamental para su
resolucion. Veamos dos ejemplos distintos, que explicaremos detalladamente.

En primer lugar, fijate en el ejercicio resuelto de mas abajo. El dominio y el codominio de
las funciones que buscamos son todos los ntimeros reales. Ahora bien, la igualdad
flz)+2f(—z)=(1+ $)2 se cumple para cualquier valor de &, lo que nos permite
sustituir & por un nimero real cualquiera. Por ejemplo, si sustituimos & — 0, obtenemos la
igualdad f(0) +2f(0) =1, que nos dice que f(0) = % Dicho de otro modo, toda
funcion f que cumpla la ecuacion tendra que cumplir que f(O) = % No obstante,

también podemos sustituir & por otras expresiones que representen nimeros reales, como

puede ser —z, f(x), v/1 + 2 + 3> siendo ¥ otra variable real,... Lo importante es que al

sustituir, lo hagamos en todos los sitios donde aparezca .

Ejercicio resuelto

Fjercicio resuelto Encontrar todas las funciones f : R — R tales que

f(z) +2f(—=z) = (1+z)* paratodoz € R.

Solucion

Hagamos la sustitucion & +—> —&. Esta nos dice que
f(—=z) +2f(x) = (1 +z)% paratodoz c R.

Esta es una nueva ecuacion funcional que podemos usar junto con la original. De
hecho, en ambas f aparece sélo en los términos f(x) y f(—x). Podemos entonces
resolver el sistema lineal que forman ambas ecuaciones como si f(x) y f(—x) fueran

las incégnitas:

f(z) +2f(—z) = (1 + z)? flz) = 2(1—-~’c)‘23—(1+.:c)2 _ xz,gmﬂ
2f(z) + f(—=z) = (1 - m)g} <

21+$2—1—$2 xz T
Fl—z) = (I4z)—(1—2)* +2+1

El valor de f(—2) no nos interesa en realidad, pues hemos demostrado que la tinica
r2—6z+1

solucién posible a la ecuacién original es f(z) = ——3 - Es necesario comprobar que
se trata de una solucidn, para lo que verificamos la ecuacion funcional del enunciado
para esta eleccién de f:

22— 6z + 1 22+ 6z + 1

flz) +2f(—=zx) = 3 +2 3 — 22422+ 1= (z+1)>%
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El paso final en la solucidn anterior es muy importante para resolver una ecuacién
funcional: cuando obtenemos las soluciones, es necesario comprobar que se trata
efectivamente de soluciones. Esto es lo mismo que pasa en ecuaciones numéricas y, en el

caso de las olimpiadas, suelen perderse puntos por no comprobar.

Ejercicio propuesto
Encuentra un cambio de variable adecuado para hallar todas las funciones f en cada uno
de los siguientes casos:

a. f: R — Rtales que f(2 — ) + 2f(z) = 2* para todo z € R.

b. f: R\ {0} — R tales que f(z) + 2f(;) = 2* para todo = # 0.

c f:R\{-1} = R\ {1} tales que f(z) + 2f(+%) = 2 paratodo  # —1.

14z

Recordemos que R \ {a} es el conjunto de todos los niimeros reales excepto a.

Lee ahora el segundo problema resuelto (que se encuentra mas abajo), pero antes de
intentarlo vamos a explorar el enunciado. En primer lugar, el dominio y el codominio son
los niimeros naturales N, no los reales. Por tanto, en ningin momento pueden aparecer
expresiones del tipo f(%) o f(\/i) en nuestros razonamientos. Mas aun, llegar a
conclusiones como f(...) = % es claramente una contradiccion ya que no es un nimero
natural. Vamos a fijarnos ahora en la expresién para todo: esta quiere decir que podemos
sustituir m por cualquier numero natural. En otras palabras, podemos sustituirlo por
1,2,3,4,..., pero también por otra férmula que involucre a N, a otras variables o incluso
a la propia f y otras funciones, siempre que garanticemos que esa expresién sea un
numero natural. Por ejemplo, podemos hacer la sustitucion n —+ a? —+ b? siendo a y b
ntimeros naturales, o la sustitucién n — f(n) ya que f(n) es un nimero natural, pero no
podemos sustituir m > V'n2+ 3n + 7. Esto se debe a que Vn2+3n+7 no es un
nimero natural para la mayoria de valores de 1 € N (;sabrias hallar para cudles si es un

natural?).

Ejercicio resuelto

Demostrar que no existen funciones f : N — N tales que

f(f(n)) =n+1

para cualquier nimero natural n € N. (OME 2000, problema 6)
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Solucion

La igualdad f(f(n)) =n + 1 nos dice que cuando encontramos f aplicada dos veces
al mismo niimero, el resultado es el nimero mas 1. Vamos a tomar f aplicada tres veces

al mismo niimero 72 y calcular esto de dos formas distintas:

J(f(f(n)) = f(n) +1
f(f(f(n)) = f(n +1)

En la primera, hemos aplicado la ecuacién funcional sustituyendo n +— f(n) y en la
segunda hemos aplicado f a los dos miembros de la ecuacién funcional. Por tanto,
deducimos que f(n+1)= f(n)+ 1 para cualquier n € N. Fsta es una nueva
ecuacion funcional que también debe cumplirse. Sustituyendo en esta tltima

n=1,2,3,... tenemos que
Q)= F)+1, )= @) 41, f(@)= 3+ 1,...

Como cada imagen se obtiene de la anterior sumando una unidad, llegamos a que los
valores de f forman una progresion aritmética y se cumple que f(n) = f(1) + n — 1
para todo n € N. En resumen, hemos probado que si f es una solucién de la ecuacién

original, entonces f(n) =n + a — 1 para todon € N, siendo a = f(1).

Para responder al enunciado bastara ver que estas funciones no cumplen la ecuacion

original y para ello sustituimos el valor de la funcion en la ecuacion:
f(f(n))=f(n+a—-1)=n+a—-1)+a—1=n+2a—2.

Si esta ultima expresion debe ser igual a n+1 para todo n C N, entonces
necesariamente 2a — 2 = 1, de donde despejamos f(1) = a = % Esto contradice que

la funcidon debe tomar valores naturales.

Aqui volvemos a ver que es importante comprobar que los candidatos a soluciones son

realmente soluciones (en este caso no lo eran).

Las ecuaciones funcionales son sistemas de ecuaciones

Encontrar una funcién f: X — Y es lo mismo que encontrar los valores de f(z) para

todos los elementos € X. Los dominios de funciones que suelen aparecer en las

ecuaciones funcionales suelen ser infinitos (IN, (, R o subconjuntos suyos), asi que una

ecuacion funcional es como un sistema de ecuaciones con infinitas incognitas. Por ejemplo,

si tenemos la ecuacién f(n + 1) = f(n) + a sobre los naturales, entonces tenemos

infnitas incdgnitas

fQ), £2), f3), f(4),...
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y también infinitas ecuaciones:

f@)=71)+a, fB)=r2)ta, [f(4)=[B)+ta...,

una para cada valor de 1 que podamos sustituir. Lo usual es que las infinitas ecuaciones

sean suficientes para resolver las infinitas incognitas.

Ejercicio propuesto

Hallar las funciones f : N — N que verifican cada una de las siguientes condiciones:
a. f(n+1) = f(n) + aparatodon € N.
b. f(n +2) = f(n) + aparatodon € N.
c. f(n+1) = f(n) + nparatodon € N.
d. f(n+1) = a f(n) paratodon € N.
e. f(n+1) = (n+ 1) f(n) paratodon € N.
f£nf(n+1)=(n+1)f(n)paratodon € N.
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