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Resumen

En la historia del Algebra podemos encontrar etapas muy diferentes: el dlgebra de la antigliedad de
babilénicos, egipcios, griegos,... el algebra drabe o el dlgebra de la edad moderna, en que continda
tratandose la resolucién de ecuaciones. En el siglo XVIIl y XIX tiene su auge el Algebra Abstracta que
trata de las estructuras algebraicas. Surgen las matrices y los determinantes, aunque se puede pensar
gue su origen es mucho mas antiguo si se piensa en los cuadrados magicos que se conocen desde el afio
650 a.C.

El cdlculo matricial tiene importantes aplicaciones, como para la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales que estudiaremos este curso. Otras aplicaciones se encuentran al trabajar en Fisica Cuantica o
en Teoria de Grafos, y se utilizan en computacidn por la simplicidad de su manipulacién.

Las transformaciones geométricas, giros, simetrias..., se representan mediante matrices. Los vectores
son un caso particular de matriz. La informacion se organiza usando matrices.

Galois y las matrices, ENCRIPTAN TUS DATOS EN INTERNET. Uno de los usos
@@ practicos mas comunes de las matematicas, es la encriptacion de datos, para \
6: que quien no queremos que vea nuestras conversaciones, claves, fotos... >
3 Pues sencillamente, no las vea ¢Y qué es lo que ve? Pues un montdén de
video signos sin sentido para que no se entere de nada. Hoy vamos a hablar de cémo Galois y
las matrices nos ayudan a encriptar nuestra informacion. Eduardo Saenz de Cabezén

https://www.youtube.com/watch?v=XC4SX3iEeRM

29 de Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 1: Matrices Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés

Revisores: Eduardo Cuchillo, Javier Rodrigo y Luis Carlos Vidal Ero= www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa
https://www.youtube.com/watch?v=XC4SX3iEeRM

Matrices

1. CONCEPTO DE MATRIZ

Actividad de introduccion

En el IES “Virgen de Covadonga” de El Entrego se estd desarrollando una actividad
solidaria de recogida de juguetes. Se han repartido las tareas por cursos, de modo
gue los alumnos y alumnas de 12 de ESO recogen juguetes tradicionales, los de 22 de ESO juegos de
mesa y los de 32 de ESO juegos electrénicos. Durante la primera semana se recogieron 35 juguetes en
12 de ESO, 24 en 22y 33 en 39; la segunda semana los estudiantes trajeron 28 juguetes en primero, 18
en segundo y 37 en tercero. Los profesores encargados, satisfechos por el resultado de la actividad,
decidieron recompensar a los nifios y nifias ofreciéndoles 4 caramelos por cada juguete tradicional, 2
morenitos por cada juego de mesa y un pincho por cada juego electrénico. Cuando se enteran el resto
de grupos del instituto (42 de ESO, 12 y 22 de Bachiller), deciden participar, y la semana siguiente traen
18 juguetes tradicionales, 25 juegos de mesa y 16 electrdnicos. El Equipo Directivo, muy orgulloso de la
implicacion de todos los estudiantes, decide duplicar los premios.

e (Cuantos juguetes de cada tipo se recogieron?

e (Cuantos pinchos, caramelos y morenitos deben comprar como premio?

e Si los caramelos cuestan un céntimo, los morenitos 5 céntimos y los pinchos 75 céntimos,
écuanto les costara a los profesores recompensar a sus alumnos?

Sugerencia: Organiza la informacién en forma de tablas.

Juguetes Juegos
Colecta g Juegos de mesa g .
tradicionales electronicos
12 semana
22 semana
32 semana
. Juguetes Juegos
Premios g Juegos de mesa g .
tradicionales electronicos
Caramelos
Morenitos
Pinchos
Precio por unidad Coste total
Caramelos
Morenitos
Pinchos

Analiza:

e (Habrias sabido resolver el problema sin usar las tablas?

e (Te ha parecido mas facil con la informacién ordenada?

e (Conoces alguna situacién de la vida cotidiana similar al problema planteado?

e Busca otros ejemplos donde la informacion tabulada es fundamental para entender mejor qué
estd ocurriendo.

29 de Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 1: Matrices o he aF Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés
Revisores: Eduardo Cuchillo, Javier Rodrigo y Luis Carlos Vidal www.apuntesmareaverde.org.es



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa

Matrices

1.1. Definicion

Las matrices son una de las herramientas mas usadas dentro del Algebra Lineal y estdn asociadas a un
conjunto de datos numéricos ordenados. Encontramos las matrices en muchas ciencias: Sociologia,
Economia, Demografia, Fisica, Biologia, etc.

La idea intuitiva de matriz es muy sencilla, pudiéndose definir una matriz como un tabla de nimeros
ordenados, numeros que pueden provenir de experimentos, encuestas, analisis econdmicos, etc.

Por tanto:

Se llama matriz de orden m X n a un conjunto de numeros reales dispuestos en m filas y en n columnas,
de la forma:

a'11 a'12 a1n

a a a
A — 21 .22 2n

aml a'm2 a'mn

Las matrices se representan por letras mayusculas A, B, C,... Los elementos de la matriz (los nimeros)
se representan en general por ajj, donde los subindices (i, j) nos dan la posicién que ocupa el término:

{i =12, ....,m > fila

j=1, 2,...,n-> columna

Asi, el término a1z es el elemento que esta en la primera fila y en la tercera columna.

1.2. Dimension de una matriz

El nimero de filas (m) y el nUmero de columnas (n) nos da la dimensién de la matrizm x n.

Ejemplo:

3 -1 4
es una matriz de dimensién 2 x 3.
1 5 -9

1.3. Igualdad de matrices

Dos matrices son iguales si tienen la misma dimension y si los términos que ocupan la misma posicién
son iguales:

a a a b b b a,;; :bn; Ay :b21
A:( 11 12 13) B:( 11 12 13] A=B> alzzblz;azzzbzzjaij:b"

b b b Y
“ ” “ a3 = b13; Ay = b23

oo
N B
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Matrices

Actividades resueltas

4 Indica la dimension de las siguientes matrices:

A——( j B=(3 2 6 0) C=|1 D={0 1 O
1 7 -9 ’ ’ ’
1 00

Solucion:
La matriz A es de dimensién 2 X 3 porque tiene dos filas y tres columnas.
La matriz B es de dimensién 1 X 4 porque tiene una fila y cuatro columnas.
La matriz C es de dimension 3 x 1 porque tiene tres filas y una columna.
La matriz D es de dimensidn 3 X 3 porque tiene tres filas y tres columnas.
4 Determina los valores de a, by c para que las matrices A y B sean iguales

A=(3 a -6 b) ; B=(x 2 y 0)

Solucion:

Para que dos matrices sean iguales deben tener la misma dimensidn, requisito que cumplen A y B.
Ademas, han de ser iguales los términos que ocupan la misma posicién. Por tanto debe serx=3,a =2,
y=-6,b=0.

Matrices Introduccion. Conceptos bdasicos. Qué es una matriz, cudles son sus
elementos, como se nombran los elementos y qué es dimension, orden o >

6: tamano de una matriz y cudles son las filas y las columnas de una matriz.

Matematicas profe Alex

video

https://www.youtube.com/watch?v=m6w5vLA3Lnw

Actividades propuestas

1. Utiliza matrices para representar la informacion siguiente: Un agricultor cultiva lechugas, naranjas y
melones. Durante el afio 2014 ha recogido mil lechugas, 2000 kilos de naranjas y 500 melones. En
los afios anteriores su produccion ha sido de 500, 1000 y 400 respectivamente. Por cada lechuga
recibe un céntimo, por cada kilo de naranjas 3 céntimos y por cada melén 5 céntimos. Escribe la
matriz de sus ganancias del aifio 2014.

2. Analiza los siguientes elementos de tu entorno y determina si son matrices o no:

S @ ™0 a0 oo

Un calendario.

La clasificacion de la Liga de futbol (o cualquier otro deporte).
El disco duro de un ordenador.

Un armario donde se guarda una coleccion de copas.

Los lineales de un supermercado.

Una pantalla de television.

El boleto de la Loteria Primitiva, de la Quiniela y del Euromillén.
Los buzones de una vivienda.

Los pupitres de una clase.

3. Propdn otros elementos de tu entorno que sea matrices o puedan representarse mediante matrices.
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Matrices

2. TIPOS DE MATRICES

Si el nimero de filas es igual al nimero de columnas (m = n) la matriz es una matriz cuadrada. Si el
nGmero de filas es distinto del nimero de columnas (m # n) la matriz se llama rectangular. Dentro de

las matrices rectangulares tenemos los siguientes tipos:
e Matriz fila: Es aquella que sélo tiene una fila.
Ejemplo:
(1 0 -2)esunamatrizfila.
e Matriz columna: Es la que sélo tiene una columna.

Ejemplo:
) _
1 es una matriz columna.

Si el niumero de filas es igual al nUmero de columnas (m = n) se habla de una matriz cuadrada.

Dentro de las matrices cuadradas es importante destacar que los elementos ajj en que los dos
subindices son iguales forman la diagonal principal, y los elementos en que i+ j=N+1 (donde n es el
orden de la matriz) forman la diagonal secundaria.

diagonal secundaria

diagonal principal
En el conjunto My de las matrices cuadradas de orden n, cabe destacar los siguientes tipos de matrices:

e Matriz triangular: Es aquella matriz en la que los elementos situados por encima o por debajo de la
diagonal principal son nulos.

Tipos de matrices. Explicacidon y ejemplos de algunos tipos de matrices, como la
matriz fila o vector fila, la matriz o vector columna, la matriz nula, dentro del >

curso de Matrices. Matematicas profe Alex

B
-

video https://www.youtube.com/watch?v=GyrQmbxk7ds
Ejemplos:
1 2 3 1 0 O
0 4 -1 2 -1 0
0 0 2 3 1 -2
Matriz Triangular Superior Matriz Triangular Inferior

e Matriz Diagonal: Es aquella matriz en la que los elementos que no estan en la diagonal principal son
nulos: &; =0sii# ]
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Matrices

Ejemplos:
1 00 1 00
0 40 0 0O
0 0 2 0 0 2
e Matriz Escalar: Es aquella matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal principal son todos
iguales.
Ejemplo:
2 00
0 20
0 0 2

e Matriz Unidad (Identidad): Es la matriz escalar en la que los elementos no nulos son iguales a 1. Se
representa por .

Ejemplo:

I

o O -
o - O
— O O

En ocasiones se aflade un subindice que indica la dimensidn de la matriz.

e Matriz Nula: Es aquella en la que todos sus elementos son cero.
Ejemplo:

Matriz nula de tamafio 3.

O O O
o O O
o O O

Actividad resuelta

# Clasifica las matrices siguientes:

a)A= [; (1) (1)} La matriz A es rectangular de dimensién 2x3.
0 2 1
b)B=(1 0 -1|; La matriz B es una matriz cuadrada de dimensién 3x3 o simplemente 3.
e
2 -1 11
c)C= [0 010 ; La C es cuadrada de dimensién 4.
2 1 11
0 0 01
0 0O
d)D =£0 0 0}; Es una matriz cuadrada 3x3, es la matriz nula de dicha dimensidn
0 0O
e)E=(1 0 4 7) La matriz E es una matriz fila de dimension 1x4.
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Matrices

3. OPERACIONES CON MATRICES

Actividad de introduccion

La siguiente tabla muestra los resultados de la Liga de futbol espafiola 2014/2015 cuando cada equipo
juega como local y como visitante:

En casa Fuera Total
Equipo PJ| G| E P PJ| G| E P PJ| G| E P

& | F.C. Barcelona 1916 | 1 | 2 19 (14| 3 | 2
o Real Madrid 19|16 | 2 1 19 (14| 0 | 5
® | Atlético C. Madrid 19|14 | 3 | 2 19| 9|6 |4
fﬁ Valencia C.F. 19 15| 3 1 19,7 | 8 | 4
W Sevilla C.F. 19 13| 5 1 19 (10| 2 | 7

Villarreal C.F. 19112 1 | 6 19| 4 |11 | 4
% | Athletic C. Bilbao 19/ 8 | 6 | 5 197 | 4| 8
7 | R.C. Celta de Vigo 19/8[5]6 195717
% | C.D. Mdlaga 19/ 8|6 |5 19| 6 | 2 |11
L7y R.C.D. Espanyol 19,8 6|5 19/ 5|4 |10
*# | Rayo Vallecano 19|/ 8|2 |9 19| 7| 2 |10
‘B& R. Sociedad 199 | 5|5 192 | 8|9
v Elche C.F. 19| 6 | 3 |10 19| 55|09
% | Levante C.F. 196 | 6|7 193 | 4 |12
2 | Getafe C.F. 19| 6 | 5| 8 19| 4 | 2 |13
+ | R.C. Deportivo 19| 5|6 |38 19/ 2|89
K Granada C.F. 19| 4 |10 | 5 19| 3 | 4 |12
7 | S.D. Eibar 195 | 3|11 19| 4 | 5|10
W U.D. Almeria 193 7|9 19| 5|1 |13
':‘;*" Cérdoba C.F. 191 | 6 |12 192 | 5 |12

e Completa la tabla de la derecha, fijdndote principalmente en:

O Qué deberias haber hecho en caso de que los equipos hubieran estado } )
ordenados de diferente forma en ambas tablas.

0 Cdmo eliges trabajar con los numeros y por qué.

0 Qué dimensiones tienen las tablas con los datos “En casa”/”Fuera” y la
gue obtienes.

0 Como habrias resuelto el problema inverso: dados los resultados totales y los obtenidos “En casa”,
determinar los resultados de los equipos cuando jugaron como “Visitantes”.

e El sistema de puntuacion de la Liga da O puntos por jugar un partido, 3 puntos por victoria, 1
punto por empate y 0 puntos por derrota.

0 Escribe una matriz que represente estos datos sobre la puntuacién

0 Utiliza dicha informacién para determinar los puntos logrados por cada equipo cuando
juega como local, como visitante y en total.

0] Observa las dimensiones de las tablas de partida y de la matriz de puntuacion, e intenta
relacionarlas con las tablas de “Puntos” que acabas de obtener.
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Matrices

3.1. Suma

Dadas dos matrices A y B de dimensién mxn, se define la suma de matrices (A+B) como aquella
matriz cuyos elementos son la suma de los elementos que ocupan la misma posicion:

C=A+B > ci]-=ai]-+bi]-

A= (a‘ll a12 a'13 J B = (bll b12 bl3 j C=A+B= ( a'll + bll a‘12 + b12 a‘l3 + b13 ]

a‘21 a22 a23 b21 b22 b23 a‘21 + b21 a22 + b22 a23 + b23
Ejemplo:
1 2 4 2 -1 3 3 1 7
A=-1 3 2 B=|-2 3 4 A+B=|-3 6 6
0o -2 1 -3 -1 5 -3 -3 6

La suma de matrices es una consecuencia de la suma de nimeros reales, por lo que las propiedades de
la suma de matrices seran las mismas que las de la suma de niUmeros reales:

- Propiedad Asociativa.

- Elemento neutro (la matriz nula).

- Elemento opuesto (-A): A+ (-A) =0

- Propiedad Conmutativa:A+B=B + A

3.2. Producto de un numero (escalar) por una matriz

El producto de un nimero real kK por una matriz A= (aij) es otra matriz de la misma dimensién cuyos

elementos son los productos de los elementos de la matriz A por el nimero k:

kA=k(a; )= (ka; )

all a12 a13 ka‘ll ka'12 ka13
A=la, a, Ay3 kA = kaZl kazz kazs
a31 a32 a33 ka31 ka32 ka33
Ejemplo:
1 2 4 5 10 20
4 Dadala matriz A=| -1 3 2|, el producto de la matriz Apor5es: 5A=|-5 15 10
0 -2 1 0 -10 5

El producto de un nimero por una matriz tiene las siguientes propiedades:
- Propiedad Distributiva respecto de la suma de matrices. k-(A+B)=k-A+k-B

- Propiedad Distributiva respecto de la suma de nameros: (k+1)- A=k -A+1-A

- Propiedad Asociativa mixta: k-(1-A)=(k-1)- A

- 1A=A
El conjunto de matrices Mmxn respecto de las operaciones suma de matrices y producto por un nimero
real (Mmxn, +,°K) tiene estructura de espacio vectorial.
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Matrices

3.3. Producto de matrices

El producto de matrices no es una operacion tan sencilla como la suma de matrices o el producto de
una matriz por un numero real, que no necesitan de grandes condiciones. Para poder multiplicar dos
matrices, sus dimensiones deben cumplir unas condiciones.

Sean las matrices Ay B de dimensiones mxn y nx p (es decir, el nUmero de columnas de la matriz A

es igual al numero de filas de la matriz B). Se define el producto A-B, y en ese orden, como una matriz
C de dimensiones mx p cuyos elementos son de la forma:

n

Cij = z Qi - byj

k=1

A= (au')} ~>C=4"B=(ay) - (by) = (csy)

B = (bij)

Es decir, el elemento C11 se obtiene multiplicando escalarmente los elementos de la primera fila de Ia
matriz A por los elementos de la primera columna de la matriz B, y asi sucesivamente.
Ejemplo:

Veamos un producto de matrices desarrollado paso a paso:

2 1

1 2 3 1.2+2-3+3-4 1.1+2-2+3-1 20 8
A= B=|3 2|>A-B= =
[4 5 6} 41 [4-2+5-3+6-4 4-1+5-2+6-1J (47 ZOJ

Dimensién 2x3 3x2 2x2
S /
Y
El nimero de columnas de A es igual al nimero de filas de B, por lo tanto se pueden multiplicar en
ese orden. La matriz producto tiene tantas filas como A y tantas columnas como B.

Que el producto A:B esté definido no implica que lo esté el producto B-A.

Ejemplo:

2

Dadas | A 12 2 B_|3 A-B definido
= ol %

adasfasmatrices A=|5 5 4 L |B-A o definido

Para que estén definidos ambos productos tiene que cumplirse que si la dimension de la matriz A es
mxn, la dimensién de la matriz B debe ser nxm, siendo las dimensiones de las matrices producto:
{A- B—mxm

B-A—>nxn

De aqui se concluye que el producto de matrices NO TIENE LA PROPIEDAD CONMUTATIVA.

Si las matrices son cuadradas de orden n, el producto de matrices tiene las siguientes propiedades:
- Propiedad Asociativa: A-(B-C)=(A-B)-C
- Elementoneutro(l):A-I1=1-A=A

- Propiedad distributiva respecto de la suma de matrices: A-(B+C)=A-B+A.C
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Matrices

3.4. Matriz inversa

Entre las propiedades de las matrices no se ha nombrado la existencia del elemento simétrico o
elemento inverso, ya que no existe dicha propiedad. Sin embargo, hay matrices cuadradas para las
cuales existe otra matriz que multiplicada por ellas nos da la matriz unidad (elemento neutro).

Definicion

Si dada una matriz cuadrada A existe otra matriz B, también cuadrada, que multiplicada por la matriz A
nos da la matriz unidad, se dice que la matriz A es una matriz regular o inversible y a la matriz B se le
llama matriz inversa de A y se representa por A™:

A-At=A1.A=1
Si una matriz cuadrada no tiene matriz inversa, se dice que la matriz es singular.
La matriz inversa verifica las siguientes propiedades:
- Lainversa de la matriz inversa es la matriz original.
(A1) = A

- Lainversa del producto de dos matrices es el producto de las inversas de las matrices cambian-
do su orden.

(A-B) =B A"
- Lainversa de la traspuesta de una matriz es igual a la traspuesta de la matriz inversa.
()= (a7
Para hallar una matriz inversa dispondremos de varios métodos distintos. En este tema veremos dos:
e Resolver un sistema de ecuaciones

e Elmétodo de Gauss —Jordan
Actividades resueltas

01
*+ Sea A= (2 0]. Halla la matriz inversa A~ mediante un sistema de ecuaciones.

a b
Planteamos la matriz A™ = (C dj y hallamos el producto:

4, (0 LY(a b c d
2 0)lc d 2a 2b
Debe verificarse que A-A™1 =1, por tanto:

4, c d 10 c=1 d=0
A-A =1l = = =
2a 2b 0 1 2a=0 2b=1

Resolviendo paraa, b, cyd:
a=0 b= ) :A_l:[o %j
c=1 d=0 1 0
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1 2
4+ Sea A= (3 4), halla la matriz inversa A™* mediante un sistema de ecuaciones.

a
De nuevo, planteamos la matriz A™ :( dj y hallamos el producto:
c

A AL 1 2)(a b B a+2c b+2d
3 4)(c d) (3a+4c 3b+4d
Debe verificarse que A-A™1 =1, por tanto:

71 a+2c b+2d 10 a+2c=1 b+2d=0
AA == = =
3a+4c 3b+4d 01 3a+4c=0 3b+4d =1

Resolviendo paraa, b, cyd:

a+2c=1 a+2c=1 c:y
_— - 2
3a+4c=0 FR2R a=-2 a=-2 s 1
-1
= A =[ J
3 —
b+2d =0 b+2d=0 dz—}/ % h
N 2
Fo-2h b=1

3b+4d =1 b=1

Como hemos visto, este método resulta laborioso (y solo lo hemos utilizado con matrices de orden 2).
Es simple imaginar que se complica enormemente si hay muchos términos no nulos y cuanto mayor es
la dimensién de la matriz.

Ademas, debemos tener en cuenta que no siempre existe matriz inversa, por lo que podriamos haber
estado trabajando en balde.

Ejemplo:

4 Sea A= [3 6} , halla la matriz inversa A~ mediante un sistema de ecuaciones.

ab
De nuevo, planteamos la matriz A™ :( dj y hallamos el producto:
c

e :(1 2].(a bj:(a+2c b+ 2d j
3 6)(c d 3a+6c 3b+6d
Debe verificarse que A-A1 =1, por tanto:
a+2c b+2d 10 a+2c=1 b+2d=0
3a+6c 3b+6dj_(0 1)3{3a+6c=0 3b+6d=1
Vemos que cualquiera de los dos pares de ecuaciones no tiene solucién:
a+2c=1—2>» 3a+6c=3
{3a+6c:0 3a+6c=0
Que claramente no puede tener solucion.

A-A‘lzlz(

1 2
Por tanto, la matriz A= (3 6} no tiene matriz inversa.
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3.4.2. Método de Gauss — Jordan

El método de Gauss-Jordan para hallar la matriz inversa consiste en convertir la matriz inicial en la
matriz identidad, utilizando transformaciones elementales.

Llamamos transformaciones elementales por filas a:

- Permutar dosfilasiy j. Lo escribimos como F, <> F;

- Sustituir la fila i por el resultado de multiplicar o dividir todos sus elementos por un nimero
a# 0. Lo escribimos como F, =a-F,

- Sustituir la fila i por un multiplo (no nulo) de ella mas otra fila ] multiplicada por un nimero b. Lo
escribimos como F, =a-F +b-F;,con a=0.

Ampliamos la matriz original, escribiendo junto a ella la matriz identidad, y aplicamos las
transformaciones elementales de modo que la matriz inicial se transforme en la matriz identidad.
Actividades resueltas
, . . 1
4+ Calcula con el método de Gauss—Jordan la inversa de la matriz A= > 0
Escribimos la matriz identidad junto a la matriz A:
0 1|1 O
T=
2 0|0 1
Y vamos realizando transformaciones elementales a la izquierda, buscando convertirla en la
matriz identidad:
0 1(1 0 2 0|0 1 1 0/0 ¥
T= —For —5F
2 0/0 1) "= {0 1|12 O0) ™= (0 1|1 O
A71= O %
1 0

Comparando este método con el anterior, podemos ver que es mucho mas simple y rapido.

Por tanto:

1 2
+ Halla la matriz inversa A de A= (3 4] con el método de Gauss—Jordan.

1 211 0 1 21 O 1 2
BT 1
3 4/0 1 272 e 0 -2/-3 1 F = F 0 1

Por tanto, tenemos que:

1 OJ
%o
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% Halla la matriz inversa de

-1 1 2
A= 1 0 3
4 1 1
Escribimos la matriz identidad junto a la matriz A y operamos como se explicé antes:
-1 121 00 -11 21 00 -11 2|1 0 0
103010W)015110W)015110
4 1 1|0 0 1) FR=hHh 0 59|14 01 0 0 -16|-1 -5 1
1 -1 -2(-1 0 O 1 0 3/0 1 O
—F = 0 1 5|1 1 O — 0151 1 O
F3:_%F3 0 0 1% %A % 0 0 1|¥% % X
10 3/0 1 O 1 0 0%y Y ¥
“HoRR 0 1 0% A %o TEoRR 0 1 0|% A %o
0 0 1% % X 0 0 1% % H

Por tanto, la matriz inversa queda:

Hs %6 %6
At= Ys _%6 %e
%6 %6 _%6

3.5. Matriz traspuesta

Dada una matriz A de dimensiones mx n, se llama matriz traspuesta de A y se representa por A}, a la
matriz que se obtiene al cambiar las filas de A por sus columnas, por lo que la matriz A' serd de
dimension nxm.

Ejemplo:

1 2 3 .
A= - A =
4 5 6

Una matriz cuadrada se dice que es simétrica cuando coincide con su traspuesta: A = Af.

w N
o o1 b

Para que una matriz sea simétrica, los elementos simétricos respecto de la diagonal principal deben ser
iguales.

Ejemplo:

11 3 113
A=|1 2 4|>A'=|1 2 4
3 45 3 4 5
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Si una matriz cuadrada es igual a la opuesta de su traspuesta, A=—A", se dice que es antisimétrica.

Para que una matriz sea antisimétrica debe cumplirse que los elementos simétricos respecto de la
diagonal principal sean opuestos, y los elementos de la diagonal principal nulos.

Ejemplo:
0 1 -3 0 -1 3 0 1 -3
A=[-1 0 -4|>A'=|1 0 4|>-A'=[-10 -4|=A
3 4 0 -3 -4 0 3 4 0

Con las matrices traspuestas se cumplen las siguientes propiedades:
- Latraspuesta de una suma de matrices es igual a la suma de las matrices traspuesta:
(A+B) = A" +B!

- Latraspuesta de un producto de matrices es igual al producto en orden inverso de las matrices
traspuestas:

(A-B) =B"- A
Actividad resuelta
2
) 1 -1 2 )
4 Para las matrices A= 4 0 3 y D=|1|, realiza el producto D'-A'".
3

Solucion

El primer paso consiste en trasponer las matrices:
t

2 t 1 4

- 1 -1 2
DU-A'=I11-, 3=(213)-—1o
3 2 -3

Es decir:

D'-A =(2-1+1-(-1)+3-2  2.4+1.0+3-(-3))=(7 -1)

Y podemos comprobar la propiedad anterior:
2
1 -1 2 2-1+1-(-1)+3-2 7
A-D= A1 |= =
4 0 -3 3 2-4+1-0+3-(-3) -1

Por tanto:
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3.6. Rango de una matriz

Se llama rango de una matriz al numero de filas o columnas de la matriz que son linealmente
independientes, es decir, que no pueden obtenerse a partir de las demas filas o columnas de la misma
matriz.

Actividad resuelta

4 Determina el rango de las matrices

01 -3 0 -1 3
A=[-1 0 -4| y B=|1 0 4
-1 1 -7 -1 -2 2

La tercera fila de A se obtuvo sumando las dos primeras filas. Estas dos primeras filas son
independientes, por lo que el rango de A es 2.

La tercera fila de B se obtuvo restando la segunda fila al doble de la primera. El rango de B es 2.

Para hallar el rango de una matriz se pueden usar las transformaciones elementales para intentar
hacer el maximo numero posible de ceros, intentando triangular la matriz (método de Gauss); sin
embargo, sera mas facil hallar el rango usando determinantes, como veremos en el capitulo siguiente.

Actividad resuelta

4 Calcula el rango de la siguiente matriz segiin los valores del pardmetro a:

a-2 a+?2
A=
1 2
Solucién

El rango de esta matriz serda como maximo 2 pues es una matriz de dimensidon 2 x 2. Vamos
realizando transformaciones elementales hasta convertirla en una matriz triangular.

Intercambiamos filas para tener un 1 en la posicién aii.

a—-2 a+2 1 2
A= —FoR
1 2 12 la-2 a+2

Ahora tratamos de conseguir ceros, para lo que a la segunda fila le restamos la primera fila
multiplicada por (a - 2):

1 2 1 2 1 2
—% =
a-2 a+2) @R Q(@-2)-1-(a-2) (@a+2)-2-(a-2)) (0 —a+6
Vemos que si (-a + 6 = 0) la segunda fila es nula, por lo que su rango seria 1. Por tanto:

-a+6=0 =a=6

De aqui:
a=6 = rg(A)=1
az6 = rg(A)=2
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Actividades propuestas

© ® N o 0 &

10.

11.

12.

13.

14.

29 de Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 1: Matrices
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Escribe tres matrices fila.
Escribe tres matrices columna.
Escribe tres matrices cuadradas de dimension 2, 3 y 4 respectivamente.
Escribe la matriz unidad de dimensién 2, 3y 4.
Escribe la matriz nula de dimension 2, 3y 4.
Dadas las matrices
2 1 0 1 1 1 1 0 O
A=19 0 -3|,B=|2 2 -2|yC=|2 4 -5 calcula:
-2 0 7 -3 3 3 7 3 -3
a)A+ 3B
b) 2A + B-5C
Para las matrices
2 1 0 1 1 1
A=9 0 -3|yB=|2 2 -2
-2 0 7 -3 3 3
calcula A-By B-A. iEs el producto conmutativo?
Dadas las matrices
2 1 0 1 1 1
A= 9 0 -3|yB=2 2 -2
-2 0 7 -3 3 3

calcula 3-A' — BZ.
Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:
2 1 0 1 1 1 111

A=19 0 -3|,B=| 2 2 —2,C:(2 3],D=2 2 2
-2 0 7 -3 3 3 1o 3 3 3
Resuelve la ecuacion matricial M - X + N = P siendo:
2 1 0 1 1 1 111
M=9 0 -3|,N=|2 2 -2|,P=|2 2 2
-2 0 7 -3 3 3 3 3
Calcula el rango de las siguientes matrices:
2 1 0 1 1 1 11
A=19 0 -3|, B=|2 2 —2,C:(2 3), = 2
-2 -1 0 -3 3 3 46 3 3

Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés
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4. GRAFOS Y MATRICES

Los grafos resultan de gran utilidad a la hora de afrontar problemas cotidianos, pues nos permiten
organizar la informacion que disponemos en tablas de forma esquematica.

Por ejemplo:
Vamos a considerar la siguiente situacion:

4+ Existen 4 pueblos situados en algun lugar de la geografia espafiola. Dichos pueblos permanecen
comunicados entre si por una red de carreteras, algunas de un solo sentido, y otras de doble
sentido, tal y como se recoge en la siguiente tabla:

NO Si Si Si
Si NO NO NO
Si Si NO J
NO NO Si NO

Donde hemos escrito «Si» si existe carretera directa que comunique dichos pueblos, y «NO» en caso
contrario.

Vemos que la informacion recopilada en la tabla la podemos representar de la siguiente forma:

/

Pueblo 2

Pueblo 1

Pueblo 4

Pueblo 3 /

Este esquema recibe el nombre de grafo, y resulta muy conveniente porque nos permite visualizar la
misma informacidon que queda recopilada en la tabla pero de forma mas sencilla, y nos resulta mas
conveniente a la hora de extraer conclusiones.

Con un grafo se representan las relaciones entre objetos.
Un grafo esta formado por nodos que se relacionan con aristas.

El grafo mas sencillo que se me ocurre es una simple flecha que une el nodo A con el nodo B:

A

B
29 de Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 1: Matrices

o he aF Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés
Revisores: Eduardo Cuchillo, Javier Rodrigo y Luis Carlos Vidal o www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa

Matrices

Podemos asociar a este grafo una matriz cuadrada de dimensién 2 x 2: (8 (1)), gue nos indica que sélo

A se une con B.

El grafo dado por el segmento [A, B] une A con B, y B con A. luego la matriz asociada es: ((1) (1))

Hay grafos dirigidos, como el grafo 1, y Grafo 1: Grafo 2:

B
grafos no dirigidos, como el grafo 2. A \ AT B
AW b e

La matriz de un grafo no dirigido es
simétrica. O O)

" J

Imagina que esos grafos estan indicando personas que estan conectadas por WhatsApp.

A cada grafo se le asocia una matriz < S
junica!
Cra 1=a 1))
0 1 0 1 011
Los vértices A, B, Cy D son las filas de O O 1 1 O 0
la matriz. Si A estd relacionado con B
ponemos un 1 en la fila 1, columna 2. 00 O 1 0 O

En el grafo 1, A esta conectada con By D. Bcon Cy D.
En el grafo 2, AestdconByC.BconAyCconA.

Se pueden utilizar grafos para representar los caminos que unen unas casas, o unos pueblos, o los
vuelos (u otro tipo de conexién) que unen las ciudades. En psicologia se utilizan por ejemplo para
visualizar las relaciones de dominio entre individuos.

Actividades propuestas

15. Dibuja un grafo que conecte al vértice A consigo mismo, con B y con C, dos veces. Conecte a B con C.
Conecte a Ccon A, y con el mismo C. Escribe la matriz asociada a ese grafo.
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Vamos a multiplicar estas matrices por si mismas e interpretar el resultado

4 )

A podria conectar
|: con Cy D (pidiendo
a B que reenviara el
WhatsApp).

o O o O
o O o O
o O O B+
o O O B+

o o o o
o o o K
O O Lk O
o O K -

o O o O
o O o -
o O — O
oo O - =

Gora un WhatsApp de A podb \

llegar a esa misma persona A por 0 1 1 0 1 1 2 0 0
dos caminos distintos (a través de

B y de C), pero sélo sus propios 100 1 00=0 11
R 1 0 01 0 O 0 11

A la persona B le llegarian sus j

WhatsApp y los de C.

\Ya C lo mismo. /

Actividades propuestas

16. Dibuja los grafos asociados a estas matrices producto.

Actividad resuelta

+ En un pais A, existen tres aeropuertos internacionales (A1, A2 y Asz); en otro pais B
existen cuatro (Bi, B2, B3 y Bs); y en un tercer pais C existen dos (C1 y C2). Desde el
aeropuerto A: salen vuelos con destino a Bi, B;, C: y dos vuelos con destino a Bs.
Desde el aeropuerto A, salen vuelos con destino a B, B3 y dos vuelos con destino a Ba.
Desde el aeropuerto Az sdlo sale un vuelo con destino a Bs. Desde cada aeropuerto del
pais B, salen dos vuelos a cada uno de los aeropuertos del pais C.

Se pide, expresar mediante matrices:

a) Los vuelos del pais A al B.
b) Los vuelos del pais B al C.

c) Los vuelos del pais A al C, necesiten o no efectuar trasbordo en el pais B.
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Solucion

El esquema de los vuelos es:

a) Representamos los vuelos desde A (filas) hasta B (columnas)

1 10 2
X,;={0 1 1 2
0 010
b) Representamos los vuelos desde B (filas) hasta C (columnas)
2 2
X, 2 2
2 2
2 2
c) Representamos los vuelos directos desde A (filas) hasta C (columnas):
10
X;=/0 0
00

Los vuelos desde A hasta C con o sin trasbordo seran:

2 2

1102 5 1 0) (2+2+0+4 2+2+0+4) (1 0) (8 8) (1 0) (9 8

XX, +X,=(0 1 1 2 +/0 0|={0+2+2+4 0+2+2+4|+|0 0|=/8 8(+/0 0|=/8 8
2 2

2 2
0010 00 2 2 00 2 2) 00
2 2
MATRICES: de los graficos de Fortnite a la fisica cuantica. Conceptos basicos y \

@@ aplicaciones. Las matrices jOtra de las grandes invenciones de las
matematicas! Sus aplicaciones van desde los pixeles de las pantallas de N

6: ordenador con los que se consiguen increibles videojuegos como Fornite, hasta la
cromodindanima cudntica. ¢Te animas a descubrir mas a fondo esta loca estructura

Wdeo matematica? Eduardo Saenz de Cabezdn

https://www.youtube.com/watch?v=9FKFgNQktkU
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Matrices

CURIOSIDADES Y REVISTA

/ LA MATRIZ DE ADYACENCIA \

Las matrices estan estrechamente relacionadas con los grafos.

Sin entrar en demasiado rigor, y con el objetivo de presentarte una idea intuitiva, vamos a
considerar una matriz como un conjunto de numeros reales que se disponen en filas y
columnas. Su definicion es en realidad algo mds compleja, pero esto nos puede servir.

Ahora vamos a considerar el grafo del margen:

Como vemos, esta formado por un total de 5 vértices que se =

relacionan entre si por un total de 7 aristas. Si ahora
hacemos parejas de vértices (por ejemplo la pareja (1,2))
podemos asignar a cada pareja un valor en funcién de la
existencia o no de un coneX|on ndre ellps, o sea, una arista

horg,vamo a considerar el grafa ech .
ds una (generalmente se asigha % Si No existe esa

coneX|on, y el 1, si si existe).

Y esta informacion la podemos organizar facilmente en una
matriz, resultando facil de ver y analizar.

De esta forma, podemos hacer la siguiente tabla:

Donde hemos escrito «Si» en caso de que ambos vértices
estén conectados por una arista, y «NO» en caso
contrario.

Con ayuda de esta tabla, vamos a asignar los valores 0y 1
segun correspondan, en funcidn del criterio establecido en
el cuarto parrafo.

Tras realizar dicha asignacion, podemos armar la siguiente
matriz:

0
1
0
1

HHHOH
— O O = o
_ O O - -
N =)

La matriz de adyacencia resulta mu\/ atil, “pues de forma abreviada podemos extraer
conclusiones sobre las relaciones entre los vertices del grafo. En este caso, la relacién mas
notable puede ser que la diagonal principal de la matriz estd compuesta en su totalidad por
\ceros, lo que indica la no existencia de ningun bucle. /
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/ INTERPRETACION DE LA MATRIZ DE ADYACENCIA \

La matriz de adyacencia siempre sera una matriz cuadrada (con el mismo nimero de filas que
de columnas; y es este numero, el de filas y columnas, el nimero de vértices del grafo). En
grafos dirigidos, podemos notar como el valor que se asigne a una misma pareja puede
cambiar en funcidén del orden en el que consideremos a los vértices.

Por otro lado, para leer la relacidn que existe en un determinado entre los vértices 1y 4, por
ejemplo, bastard con dirigirse a la fila 1 y columna 4 (y viceversa; si es dirigido, si importa el
orden, no es lo mismo la fila 1 y columna 4 que la fila 4 y columna 1) e interpretar el resultado.

\Las matrices de adyacencia también resultan utiles en el estudio de grafos ponderados. /

/ EL IMPOSIBLE ‘TREND’ DE TIKTOK \

TikTok es actualmente la red social por excelencia entre el mundo adolescente, con récord de
descargas.

En los ultimos meses se ha difundido a través de esta red social un reto que se ha llegado a
viralizar. Varios usuarios retaban de esta forma a sus seguidores a intentar dibujar la siguiente
figura sin levantar el lapiz del papel (o el dedo de la pantalla).

Las redes se llenaron de millares de usuarios que trataban de dar solucién al problema, y solo
eran unos pocos los que acertaban en la respuesta: es matemdticamente imposible. Sin
embargo, aquellos que contestaban bien argumentaban: “lo dijo mi profesora de Matemadticas

i,

cuando le pregunté”; ya... pero, épor qué?

La respuesta la tiene la Teoria de Grafos. Estamos buscando recorrer todas las aristas desde
un vértice sin pasar dos veces por una misma arista y regresar al vértice inicial... {te suena de
algo? jEstamos buscando un ciclo euleriano! Sin embargo, debes notar cdémo todos los
vértices del grafo tienen grado impar, concretamente, grado 3. Recuerda que para que un
grafo contenga al menos un ciclo euleriano el nimero de vértices con grado impar no debe
exceder de 2, y el resto debe tener grado par.

Como esto no sucede, podemos decir que el grafo no contiene ningun ciclo euleriano y por
tanto, la respuesta es: no se puede hacer.

o J

Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés
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RESUMEN

Definicion de

matriz

Dimension de

Tabla de numeros ordenados

5 -2 0
3 4 -7

El nimero de filas (m) y el nUmero de

una matriz columnas (n) La dimensién de la matriz anterior es 2 x 3.
T Dos matrices son iguales si tienen la misma
gualda e . . s . . . .
atrices d|men5|or1 y silos fce_rlmlnos que ocupan la A=B=aj=bj Vij
misma posicidn son iguales
- . -5
Matriz fila: 31 4 -5) Matriz columna: 7
. 1
Tipos de Matriz triangular de dimensién 2 x 2: A= ( J
matrices 0 3
o 2 0 ) 50 o 10
Matriz diagonal: Matriz escalar: Matriz unidad:
0 5 05 1
Suma de Se suman. I.O,S elementos que ocupan la misma 20 N 4 8 _ 6 8
TS posicién: C = A+B = ¢; = q; +1; 0 5 1 2 1 7
Productode | Es otra matriz de elementos los de la matriz 2 1 6 3
unrealpor  yjtiplicados por el ndmero: KA = k(aij): (kaij) 3'(4 5} = [12 15]
una matriz
[1 OJ (2 1) (1-2+0-4 1-1+O-5J
A=\a; n ' : . 1+3-
poductode "~%| - as-(o o)) oS, (2 0\ 8 (220 2avss
matrices | B = (bij) a 2 1
16 17
Matriz A AL AL A A 2 3 oAl -1/13  3/13
inversa 5 1 5/13 -2/13
Matriz Se obtiene cambiando filas por columnas.
traspuesta

2 3 . (25
A= > A=
51 31

Rango de una
matriz

Numero de filas o columnas de la matriz que son

linealmente independientes, es decir, que no
pueden obtenerse a partir de las demas filas o

columnas de la misma matriz.

6 3
El rango de la matriz es 1.
12 6
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. - Dadas las matrices
1 - 4 0 -1 2
A= = C:
o o) o= Sre )
calcula:
a)A+B b)A-B-C c)3-A+5B-6C
2. - Para las matrices
1 -1
4 -1 2
A=|2 3 y B:( j
0 5 3
0 4

calcula A-By B-A. éEs el producto conmutativo?

3. - Calcula los productos posibles entre las matrices

1 2 3
A=|1 1 1 ,B=2yC=(21Oj.
01 -1 1 3400
4.- Dadas las matrices
13 3 1 1 2
A=|1 4 3|yB=|2 0 -1
1 3 4 -6 -1 0
calcula 3-A'— B2,
5.- Para las matrices
2 30 1 2
A:[l -1 2],8:(0 3 4J,(:: -5 1 4 -2|yD=|1
4 0 -3 -1 -2 3 1 00 -3 3

realiza las siguientes operaciones si es posible:
a)A+B b)3:A-4.B c)AB d)A-D e)B.C f)C.D g) At.C

6. - ¢Es posible que para dos matrices A y B no cuadradas puedan existir A-By B-A?

0 -
A=
1 0
b) Encuentra los valores de a y b para que la matriz A conmute con la matriz
a o0
b 1)

8. - Calcula A", paran e N, siendo A las siguientes matrices:

()
a)(lJ ) c)

01
0 01
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9.- Se dice que dos matrices Ay B conmutansi A-B =B - A. Dada la matriz

s 3

10. - Encuentra todas las matrices, del orden correspondiente, que conmuten con las matrices:

11 0 00
y [1 00

01
110

halla las matrices B que conmuten con A.

11. - Sean las matrices

A=2-[é ij , B:Gj , c{lng , D=10-GJ L E=(3 m)

Calcula cada uno de los productos A-B, D-E, E:B, C-E.

-1 21 -1 x 1
y 3 5 3 7 X+z

dos matrices de orden 2 x 3, en las que x, y, z denotan valores numéricos desconocidos.

12.- Sean

a) Determina, razonadamente, los valores de x, y, z € R de manera que A = B.
b) éEs posible el calculo de A-B? Razona la respuesta.

13.- Sea la matriz

2 1 2
A= 2 0 -1
-5 -1 0

Calcula, si existen, las siguientes matrices:

a) Una matriz X, tal que
X-A=(1 0 -1

101
A-Y:
[o 1 oj

14. - Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:

b) Una matriz Y tal que

0 1 1 o -11 2 2 -1 0
a) b) c)|1 0 3 d|3 1
2 0 4 8
4 11 4 0 1

15.- Dadas las matrices

calcula (A-B)' y (A-B)™.
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16.- Dada la matriz

a) Halla la matriz inversa de A
b) Comprueba que A-Al=A1A=]
c) Halla una matriz X tal que A-X = B, siendo

17.- Calcula la matriz inversa de

1 10

A=|0 1 2

1 01

18. - Dadas las matrices

-1 0 -2 10

A=|1 -2| y B=
0 -1 2

2 3

obtén, si procede, (B-A)™.

19.- Sean las matrices

1 2 1 -1
2 3 0 1
a) Calcula la matriz inversa de A-B

b) Halla el producto de la inversa de B por la inversa de A. {Qué relacidn existe entre la matriz del
apartado anterior y esta matriz? Justifica la respuesta.

20. - Sea
010
A=(0 0 1
1 00
comprueba que Al = Ay calcula (A- Al )2003.
21.- Sean las matrices:
-3 2 2 2 1 0
c={1 -10f, D=|-11 -1
0 1 0 2 0 1

a)HallaClyD™
b) Calcula la matriz inversa de C:-D

c) Comprueba que (C-D)*=D *.C
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22.- Resuelve la ecuacion matricial M - X + N = P siendo
-1 0 1 2 4 3
M = N = y P=
0o -1 3 4 2 1
2 -1 10
A= B=
-1 0 1 2

b) Determina la matriz X paraque X-A=A + |

o)D) e (hs

Resuelve la ecuacion X-A-B-X-C=2-C

23. - Sean las matrices

a) Calcula A™-(2-B + 3:1)

24. - Sean las matrices

25. - Calcula el rango de las siguientes matrices:

1 01 021 5 _01 1 ;
a)Lzl J b1 0 Ny 111
0 4 2
0 0 01
26. - Calcula el rango de las siguientes matrices segun los valores del parametro a:
2 001 2a 1 1
a)|2 131 b)|]2 a 1
al3?2 2 1 a
27.- Determina las matrices A y B que son soluciones del siguiente sistema:
-8 7 -1 11 7 4
3A-2B=| 9 -18 1 2A+B=(-8 2 17
14 9 -14 14 -1 -14

28. - Obtener las matrices X e Y que verifiquen los siguientes sistemas matriciales.

1 5 2 1 3 1
2X =3Y = X+Y = 2X +Y =
4 2 ) 30 0 0 -2

-1 0 6 2 1 0
X -Y = X -Y = X +2Y =
5 e o1 %9

29. - Utilizando las operaciones elementales por filas, obtén matrices triangulares equivalentes a las
siguientes matrices:

a)

1 -2 1
-1 0 1 1 2 -1
1 2 0 1 3
a) b)l]1 2 2 |3 -2 1 d)
3 4 -11 2 1
2 11 4 0 2
3 2 1 2
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30. - En una academia de idiomas se imparten inglés vy
aleman en cuatro niveles y dos modalidades: grupos
130 160

120 80
210 130
100 60

expresa el niumero de personas, segun el tipo de grupo,
donde la primera columna corresponde a los cursos de
inglés, la segunda a los de aleman vy las filas, a los niveles

primero, segundo, tercero y cuarto respectivamente. Las
0.2 025 04 0.75)

0.8 0.75 0.6 0.25
reflejan el tanto por uno de estudiantes (comun para ambos idiomas) que siguen curso reducido

(primera fila) y curso normal (segunda fila) para cada uno de los niveles.

reducidos y grupos normales. La matriz A=

columnas de Ila matriz B=(

a) Obtener la matriz que proporciona el nimero de estudiantes por modalidad e idioma.

b) Sabiendo que la academia cobra 30 euros por persona en grupos reducidos y 20 euros por
persona en grupo normal, hallar la cantidad que obtiene la academia en cada uno de los
idiomas.

31. - Tres escritores presentan a un editor, al acabar la enciclopedia, la minuta que se recoge en la tabla
adjunta:

Horas de trabajo Conferencias dadas Viajes
Escritor A 40 10 5
Escritor B 80 15 8
Escritor C 100 25 10

El editor paga la hora de trabajo a 75 euros, la conferencia a 300 euros y el viaje a 250 euros. Si sélo
piensa pagar, respectivamente, el 30 %, el 20 % y el 10 % de lo que corresponderia a cada escritor,
équé gasto tendria el editor?

32. - Una fabrica produce dos modelos de lavadoras, A y B, en tres terminaciones: N, L y S. Produce del
modelo A: 400 unidades en la terminacion N, 200 unidades en la terminacion L y 50 unidades en la
terminacion S. Produce del modelo B: 300 unidades en la terminacién N, 100 enlalLy30enla $. La
terminacion N lleva 25 horas de taller y 1 hora de administracidn. La terminacion L lleva 30 horas de
taller y 1.2 horas de administracién. La terminacion S lleva 33 horas de taller y 1.3 horas de
administracion.

a) Representa la informacién en dos matrices.

b) Halla una matriz que exprese las horas de taller y de administracién empleadas para cada uno de
los modelos.

1 1 0
33.- Dibuja el grafo asociado a la matriz: (O 0 1).
1 1 1

a) éEs un grafo dirigido? Si A es la primera fila, ¢ esta relacionada con C?
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

29 de Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 1: Matrices

- Sean Ay B dos matrices de igual orden, y A un nimero. Se sabe que A-(A + B) = A-A + A-B. Justifi-
ca el resultado.

- Sean A y B dos matrices cuadradas de igual tamafio. Si A y B son simétricas, analiza si, entonces,
también lo es su producto A-B.

Si la respuesta es afirmativa, justifiquese; en caso contrario, dese un contraejemplo que lo confirme.

0 r
- Sea la matriz M =( o)’ siendo r y s dos niUmeros reales tales que r-s = 1.
S

CalculaM? M3 M*y M para k e N.

- Sea el conjunto de matrices definido por:

eyt

a) Comprueba que A,B e M, tambiénA+BeMyABeM
b) Encuentra todas las matrices C € M, tales que C?=C.

- Se dice que una matriz cuadrada A es ortogonal si se verifica que A-A' = | donde A' es la matriz
traspuesta de A e | es la matriz identidad. Si A y B son dos matrices ortogonales de igual tamafio,
analiza si A-B es una matriz ortogonal.

- Considera las matrices A, B y C definidas como:
A, =la; =i+]) Vi j=123

B, =(b, =i—j)Vi=12,j=123

ij =
C,p=(c; =2i+j),Vi=123;,j=12

a) Construye las tres matrices.

b) Halla las traspuestas A!, B'y C'y determina cudl (o cuales) de las matrices es simétrica.

c) Analiza cuales de los productos A‘A, A-B, A-C, B-A, B:B, B-C, C-A, C-B o C-C pueden realizarse.

d) Determina el rango de las tres matrices A, By C.

- Dada la matriz:
0 z -y
M=|-z 0 X
y -x 0

En la que se verifica X*> + y? + 22 = 1.
a) Calcula M2,

b) CalculaP=M?+1.

c) Comprueba que P2 = P.

d) Comprueba que PxM = MxP = 0.
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AUTOEVALUACION

5 -2 0 1 3 5
A= . B=
3 4 -7 01 -2
1.- La dimensidn de la matriz A es:

a)3 b) 2 c)2x3 d)3x2

Dadas las matrices

2.- La matriz A es:
a) una matriz fila b) cuadrada c) traspuesta d) rectangular

3.- La suma de las matrices Ay B es:

5 -2 0 6 1 5 6 -1 5 6 1 0
a)A+B= b)A+B = C)A+B= d)A+B=
3 4 -7 3 5 -9 3 4 -5 3 4 -9

4.- El producto 3A es:

15 -6 0 15 -6 0 15 -6 0 03 0
a) 3A= b)3A = c) 3A= d) 3A+B=
3 4 -7 9 12 -9 9 12 -21 00 -21

5.- Indica qué afirmacién es cierta
a) Las matrices Ay B se pueden multiplicar b) Las matrices A y B no se pueden multiplicar
c) Ambas tienen matriz inversa d) Sus matrices traspuestas son iguales

Dadas las matrices

6.- La matriz identidad es la matriz: a)C; b)

7.- El producto de las matrices Ey F es:

1 6 15 1 5 13 1 6 15 1 6 15
a)EF=/0 13 8 b)EF=|0 12 8 C)EF=|/0 13 8 d)EF={4 13 8
2 10 21 2 10 21 2 13 9 2 10 21
8.- La matriz inversa de la matriz F es:
1 11 -3 -1 00 -1 0 O 1 00
a)F_lz 0 -4 1 b)F'={11 4 1| ¢F'=l0 4 -1| d)F'=|12 4 1
0 1 O 3 00 0 -1 0 3 00
9.- La matriz traspuesta de la matriz F es:
1 11 -3 1 0 -3 1 00 1 00
a)F'=|0 -4 1 b)F'={3 1 0 c)F'=l0 1 1| d)F'=(3 0 1
0O 1 O 11 0 010 1 1 4
10.- El rango de la matriz C es: a)3 b) 2 )1 d) no tiene
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Problemas de matrices en Selectividad

-1 -2 -2
(1)Sealamatriz A= 1 2 1
0o -1 -1
a) Comprueba que verifica A> — | = O, con | la matriz identidad y O la nula.

b) Calcula A3

c) Basandote en los apartados anteriores y sin recurrir al calculo de inversas, halla la matriz X que
verifica la igualdad A>X + 1 = A

(2) a) Define rango de una matriz.

b) Una matriz de 3 filas y 3 columnas tiene rango 3. ¢éComo varia el rango si quitamos una columna?

Si suprimimos una fila y una columna, ¢podemos asegurar que el rango de la matriz resultante
valdra dos?

(3) Sea A una matriz (m x n)
a) éExiste una matriz B tal que B-A sea una matriz fila? Si existe, équé orden tiene?
b) éSe puede encontrar una matriz B tal que A-B sea una matriz fila? Si existe, équé orden tiene?

c) Busca una matriz B tal que B-A=(0 0) siendo

A=

o O -
O = DN

X

1 -1
(4) Dada la matriz A= y el vector X =
2 4 y

J, se pide obtener razonadamente:

a) El vector X tal que A:X = 0-X.
b) Todos los vectores X tales que A-X = 3-X.
c) Todos los vectores X tales que A-X = 2:X.
(5) Sean | y A las matrices cuadradas siguientes:
10 17 29
| = y A=
01 -10 -17
Se pide calcular, explicando todos los pasos necesarios:
a) Las matrices A%y A%,

b) Los nimeros reales ay b para los cuales se verifica (I + A)> = a:l + b-A.

R

donde B es una matriz cuadrada de tamaiio 2 x 2, se pide:

(6) Dada la ecuacion matricial:

a) Calcula el valor o valores de a para los que esta ecuacion tiene solucién.

b) CalculaB enelcasoa=1.
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(7) Una matriz 2 x 2 se dice que es triangular si el primer elemento de su segunda fila es 0. Encuentra

27 4
todas las matrices triangulares B tales que B-B' = ( 4 8} .

(8) Comprueba razonadamente que:

a) Si el producto de dos matrices cuadradas A y B es conmutativo, entonces se deduce que el
producto de los cuadrados de dichas matrices es igual al cuadrado del producto de dichas

matrices.
1 0 O
b) La matriz A=[0 —4 10| satisface la relacion A> — 3:-A + 2:1 = O, siendo | y O,
0 -3 7

respectivamente, las matrices de orden 3 x 3 unidad y nula.
c) Calcula razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, los valoresay b
que hacen que A? = a-A + b-1, sabiendo que la matriz A verifica la igualdad A? = 3-A + 2-1.

(9) a) Calcula las matrices reales cuadradas de orden 3, X e Y, que satisfacen las ecuaciones:

2.X+Y =B

{X—wzc
101 1 -10
donde B={0 1 1| y C=[-1 1 1
001 1 11

b) Si X e Y son las matrices anteriores, calcula (2-X + Y)-X = (2:X + Y)-(2Y).

(10) Calcula todos los valores reales X, Y, z, t para los cuales se verifica A-X = X-A, donde

SR

(11) Tenemos las matrices

-1 -1 2 1 00
A= 3 -5 6| e I=(0 10
1 -1 0 0 01

a) Calcula la matriz inversa de A.
b) Calcula la matriz B = A-(A + 4-1).

c) Determina los nimeros reales que cumplen: A = x-A +y-1, A2=z-A + t-1,

-1 21 -1 x 1
A= y B =
(y 3 5} [3 /4 x+zj

dos matrices de orden (2 x 3) en las que X, Yy Z € R denotan valores numéricos desconocidos.

(12) Sean las matrices:

a) Determina, razonadamente, los valores de X, yy z € R de manera que B = A.

b) ¢Es posible el clculo de A X B? Razona la respuesta
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(13) Sea 6-A + 2-1 = B una expresion matricial, donde B denota la matriz cuadrada de orden (2 x 2):

6 1
B =
3 —
e | es la matriz identidad de orden correspondiente:
a) ¢Qué dimension tiene la matriz A?
b) Determina los elementos que integran la matriz A, esto es, ajj € Axq.

c) Calcula A+2-1.

(14) Sean Ay B dos matrices desconocidas. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

5 12 7 11 25 0
2A+B = 3A+2B =
4 2 7 20 10 35

(15) Sean X e Y dos matrices desconocidas. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

2 0 1 -
5X +3Y = 3IX+2Y =
(—4 15} [—2 9]

(16) Se llama “traza” de una matriz a la suma de los elementos de su diagonal principal. Halla A, matriz
de tamafio (2 x 2), sabiendo que la traza de A-Ales cero.

(17) Sea A una matriz que tiene tres filas; sea B la matriz que resulta de sustituir en A la 12 fila por la
suma de las otras dos. ¢Qué debe ocurrir entre las filas de A para que Ay B tengan el mismo rango?

(18) Dadas las matrices

5 20 a b 0
A=12 5 0 B=lc ¢ O
0 01 0 01

a) Encontrar las condiciones que deben cumplir @, b y ¢ para que se verifique A-B = B-A.
b) Paraa =b =c =1, calcular B¥.

(19) Denotamos por M 'a la matriz traspuesta de una matriz M. Considera:

1 0 4 -3
A=l 2|, B=(1 4 3, C=|-2 9 -6
-1 1 -4 4

a) Calcula (A-B)'y (B-A).
b) Determina una matriz X que verifique la relacién %X +(A- B)t =C.
(20) Calcula todas las matrices X tales que A- X + B = X, donde:
11 1 -2
A= y B=
11 0 -1
(21) Calcula dos nimeros naturales a y b menores que 10y tales que la siguiente matriz tenga rango 2:

2 2 b
0 5
31

A=

o 9
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