Tema 3 — Determinantes — Matematicas Il — 2° Bhathilo 1

TEMA 3 — DETERMINANTES

a) |1-x 1 0 by |4 -2 3 0
1 1-x 1 2 0 1 -1
EJERCICIO 1 : Calcula el valor de los siguientes determinantes
0 1 1-x -3 3 2 2
1 -50 1

e
L o1ox 1|2 P (mx)- %) = ()P -2l )= )2 2]

0 1 1-x
)[1 2X +X —2] 1 x ( 2—2x—1):—x3+3x2—x—1
FILAS
by |4 -2 3 0 1 4 -2 30
. . 4 -2 3

2 0 1—1=a27+4fa3 -5 1 @3 _5 1=
-3 3 2 2| ¥-24*|-5 13 2 5 13 2
1 -50 1 4* 1 -50
FILAS

1 -3 -5 13 0

-5 13
- » |3 -5 1|0@- =—(-115+143=-28
-11 23
¥-22°|-11 23 O
(1) Desarrollanospor la4? columna. (2) Desarrollanospor la3? columna.

EJERCICIO 2 : Halla el valor de los siguientes determinante€n el apartado a), calcula, ademas, los posiblesloees de t

a1 1 1-t b2 -1 3 4
1t O 1 1 2 5
para que el determinante sea cero:
2 4 t -1 4 0 3
1 3 31
Solucion:
11 1-t
a) Calculamos el valor del determinante: t 0 :t2+4(1—t)—2t(1—t)—t:t2+4—4t—2t+2t2—t:3t2—7t+4
2 4 t
(=8-4
+./49- + 6 3
Veamos para que valores tlese anula el determinant@&? -7t+4=0 t=7_ 49 48:7_1
6 6 6
t=—=1
6
El determinate valecerocuandot =g y cuandot =1.
FILAS
b) |2 -1 3 4| 1*-2m*0 -7 -3 2
)1125 2og |0 2 -1 4 | [ 32 0 "2 "l g 6+7)=-6
- -47 - - =-6bl-6+
= W_|_5 1 4@ |2 4 4(—) 3
-1 4 0 3| 32+4 |0 7 3 4
7 3 4 7 3 4

1 3 31 42 1 3 3 1
(1) Desarrollamos por la1® columna.  (2) Sumamosalal® filala3®.  (3) Desarrollamos por la1* fila.

12 -10

x 13 23 1 -1

EJERCICIO 3 : a) Resuelve la ecuacién:1 x 2|=0 b) Calcula el valor del determinante: 31 1 2
1 x 3

12 0 3

Solucién:
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a) Desarrollamos el determinante y lo igualamosra:

FILAS
X 3 * |x 1 3 < 1 Havd uci _ -1
1 X 2 = 2§ 1 X 2 = 1 ‘:XZ_].:O R X2:1 N X:ilj ay 0SSO UCIOHGSXl— 1, X2—
X
1 x 3| 3°-2|0 0 1
FILAS
b) [1 2 -1 0] 12+3°| 4 3 0 2
23 1 -1 2-2-120 -3/~ > 2" 2 2le) 4% 2=a12-2)=am0=40
- 25 -3 |- - = - = =
- -1 2 -3@0 4 0@ 4, 5
31 1 2 3¢ 3 11 2
1 2 3 1 2 3
12 0 3 42 1 2 0 3
(1) Desarrollamos por l&2%olumna. (2) Sumamos I&8laala®2  (3) Desarrollamos por |#4ila.

EJERCICIO 4 : Hallar los valores de t que anulan el primer determinante, y calcula cuantwale el segundo determinante:

a) [t 2 2 b) [-2 1 -2 1
2t 0 0 2 3 1
1t t -1 3 0 2
4 -2 1 O
Solucion:
a) Desarrollamos el determinante e igualamos@elaesultado:
t 2 2
R NS SEPIN - SN I t=0
2 t 0|=t +4t-2t-4t=t"-2t=tt"-2)]=0 - - <, 5
t2-2=0 - t?=2 L t=#/2
1t t
Hay tressolucionestq =0; t2=—ﬁ; t3=\/5
FILAS
by -2 1 -2 1 18 -2 1 -21
0O 2 3 1| =22-2*|12 1 5 O 2 13
- 21 Y _|3 1 4l=
-1 3 0 2 3#-20*3 1 4 O
4 -2 1
4 -2 1 O 4° 4 -2 1 O
FILAS
v 1 -1 () Desarroll la4® columna. (2) Desarrol la2* col
- 2o _l1 0 _1(%)8 11‘=11+8=19 1) Desarrollanospor la4® columna. (2) Desarrollanospor la2® columna.

3¥+20° |8 0 11

EJERCICIO 5 : Resuelve la ecuacion propuesta en a) y calculbvalor del determinante propuesto en b):

a) |la a 1 by [-2 1 0 3
1 1 a|l=0 1 0 2 1
0 -11 -11 1 4
3 1 -1 =2
Solucioén:
a) Desarrollamos el determinante e igualamos aelero
COLUMNAS
tad a 1 1* |la 0 1 a 1 q uci o
resulta Ol 1 al=»r-12l1 0o i —a2-120 - a=+1>" Haydossolucionesa; =-1;ap =1
a
0 -11 3 |0 -1 1
(1) Desarrollanospor la22 columna.
FILAS
b) |-2 1 0 3 1 |-2 1 0 3 2-22 |10 1 O
) . 1 2 1 (2)1 1
1021_2710211_111_2:‘—111= 5=_5_=_1o
-11 1 4| 3#-2#1 0 1 1 2 -1 -
5 _1 -5 3 5 -1 -5
3 1 -1 -2 4-2*/5 0 -1 -5
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(1) Desarrollanospor la2* columna. (2) Desarrollanospor la1 fila.
X X X X
- . x 1 0 x
EJERCICIO 6 : Desarrolla el siguiente determmante:x 0 x 1
x x 10
Solucién:
X X X X x 0 0 0
1 0 x|@x 1 0le [F7* X °
X X X 1-x =X
= Dul-x 0 1-x =x[x3—(1—x)3]=x.[x3—(1—3x+3x2—x3) =
x 0 x 1 X =X 0 1-x
0 1-x -=x
x x 1 0 x 0 1-x -x
X.(2x = 3¥ + 3x — 1)
(1) Restamos la3icolumna a las demas. (2) Desarrollamos pof klal
EJERCICIO 7 : Halla el valor de los siguientes determinantes:
a) b) c)
-1 2 0 3 1 2 -3 1 2 -1 1 -1
2 1 3 =2 2 0 1 -3 1 2 2 =2
5 -11 2 0 -2 1 1 0 3 1 1
1 3 2 4 11 2 - 2 -1 -1 0
Solucioén:
Filas
-1 2 0 3 18 -1 2 0 3 1 2 3
a2 1 3 -2/ 22-3.3|-13 4 0 -8|Q _13 4 -8l=17 (1) Desarrollamos por I1&2olumna.
5 -11 2 3? 5 -11 2
-9 5 0
1 3 2 4 44-2.321-9 5 0 O
Filas
1 2 -3 1 1 1 2 -3 1 _ _g
b)]2 0 1 -3|_ 22-2.12|0 -4 7 -5[Q 2 1 1|=38 (1) Desarrollamos por l&tolumna.
0 -2 1 1| 3 |0-2 1 1| -
-1 5 -2
11 2 -1 44-1* |0 -1 5 -2
Filas
2 -1 1 -1 1#-2.22|0 -5 -3 3 _5 -3 3
0|1 2 2 -2 2° 1 2 2 =20 (1) Desarrollamos por l&tolumna.
= =g 1 1{=—(-24)=24
0 3 1 1 3 0 3 1 1
-5 -5 4
2 -1 -1 0 42 -2.2210 -5 -5 4
1 x x X
. ) Xx 1 x X .
EJERCICIO 8 : Calcula, en funcion dex, el valor de este determinant :x « 1 x Da el resultado factorizado.
X X x 1
Solucién:
1 x x X/ |1+3x X X X 1 x x x
X 1 x X [1+43x 1 X X|@ 1 1 x X
= :(]_+3)() =
X x 1 x [1+3x x 1 x 1 x 1 x
X x x 1] [1+3x x x 1 1 x x 1
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Filas
1 1 X X X
20 10 01-x 0 0| tx 00
=777 (1+3x) Qs 0 1-x 0 |=(1+3x) (1-x)3
3 -1 0 0 1-x O
0 0 1-x
4% -1° 0 O 0 1-x
(1) Sacamos (Bx) factor comun de lafcolumna. (2) Desarrollamos por R dolumna.
a aa a
ab b b a-b-c 2a 2a
EJERCICIO 9 :Demuestra que: a)a b ¢ c =a(b—a)[(c—b)[(d—c) b)| 2b b-c-a 2b =(a+b+c)3
2 o c-a-b
abcd
Solucion:
a aaal |a a a a
b-a b-a b-a
b b b 1)| O b-a b-a b—a(z) 3)
a) = “ab-a c-a c-a|<
abcoc 0 b-a c-a c-a
b-a c-a d-a
ab cd 0 b-a c-a d-a
1 b-a b-a 1 b-a b-a
@a(b—a) 1 c-a c-a (é)a(b—a) 0 c-b c-b (g)a(b-a)(c—b)(d—c)
1 c-a d-a 0 0 d-c
(1) Restamodal: fila alasotrastres. (2) Desarrollanospor la12 columna. (3) Sacamoéb— a)factorcomt’m.
(4) Restamosala3: fila la2¢ y ala2® lal®. (5) Eseldeterminariedeunamatriztriangula.
a-b-c 2 2 a+b+c a+b+c a+b+c
b)] 2b b-c-a 2b @ 2b b-c-a 2b |=
o o c-a- x o c-a-b
COLUMNAS
1 1 1 1° 1 0 0
(%)(a+b+c) 2b b-c-a 2b  |=20-1° (a+b+c) 2b —-a-b-c 0 (é)
x o c—a-b| 3#-1° o 0 -a-b-c

(g)(a+b+c)(—a—b—C)(—a—b‘C):(a+b+C)3

(1) Sumamosala1® fila lasotrasdos. (2) Sacamos(a+ b+ c) factorcomin. (3) Eseldeterminariedeunamatriztriangula.

X a a a
. a Xx a a
EJERCICIO 10 : Calcula el valor de este determinante
- a a x a
a a a X
Solucién:
FILAS
X a a a X+3 a a a 1 a a a a
% L x aa 1° 1 a a a
a x a a X + X a a
@ +3i E)(X+3i)1 :2§_1é (X+3i) 0 X_a. 0 O —(X+$)|:qx a)3
a a x a X a x a a x a = -
3¢ —1° 0 0O x-a O
a a a X X+3 a a X 1 a a x

4% —1° 0O O 0 X—-a

(1) Sumamosalal® columnalasotrastres. (2) Sacamogx + 2) factorcomtn. (3) Eseldeterminariedeunamatriztriangula.

EJERCICIO 11 : Calcula el valor de este determinante, dando e¢sultado factorizado:

R, O R ®
o r o B
I )
v P O R
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Solucion:
aloa1 at+2 1 0 1 1101 1 0 0 O
1 al 0(9a+2 al 0(%)(a+2)1 alo E)(a+2)1 a-1 1 -1 (é)
01 al at2 1 a1l 11 a1 1 0 a O
1 01 a a+2 0 1 101 a 1 -1 1 a-1
a-1 1 -1
(é)(a+2) 0 a O (g)(a+ Z)%a__ll __11‘=(a+2)a[(a—1)2—1]=(a+Za(2—2&)=(a+2)a2(a—2)=a2(a+2)(a—2)
-1 1 a-1 a
(1) Sumamosala1® columnalasdemas.  (2) Sacamoda + 2) factorcomun. (3) Restamosal® columnaala2? y ala4®.
(4) Desarrollanospor la1? fila. (5) Desarrollanospor la 2* fila.
a -a -1 -1
EJERCICIO 12 : Halla en funcién de a, el valor de este determinante L ; (1)
0 -1 -1 a
Solucion:
FILAS
a -—a -1 -1 18 a -a -1 -1
1 a 1 1| 22+1*la+l 0 0 0/@) .
= Y-(@a+1) 1 a o0]=
1 1 a O 3 1 1 a O
-1 -1 a
0 -1 -1 a 4° 0 -1 -1 a
a 1 1
(%)(a+1) 1 a 0=(a+1)(a3—1+a—a)=(a+1)(a3—1)
-1 -1 a
(1) Desarrollanospor la 22 fila. (2) sacamos-1 factorcoman.

EJERCICIO 13 : Indica si son ciertas 0 no las siguientes iguades. Razona tu respuesta:

a) |[x y z 2x be 2z b) [3x 3a 3p Xy z
ab c=%+p E+q %+r 3y 3b 3g|=3a b c
p gr p q r 3z I 3r p gqr
Solucién:
FILAS
a) 2X 2y 2z 1? 2X 2y 2z X y Z X y
a b c . .la b o c]_ Ell _ Por tanto, es verdadera la igualdad.
—+p —+q —+r|=22-3|—- — —|=2 a b c|= b
2 2 2 . 2 2 2 2
p q r 3 p q r pbagrjipqr
X 3Aa 3p X anp Xy Xy
b) Falsa, yaque: |3y 3 I =33 y b q =3%a b c|#zda b ¢
X X 3Ir z cr p g r p qr
EJERCICIO 14 :
a) Justifica cudles de las siguientes igualdadessworrectas y cuales no:
aa b|_|a bl |aa b_aza b| |aa ab_azab
ac d| |c d| | ¢ ad|  |c d| |ac ad|  |c d
ab c 2a+2b b
b) Si = 3, calculael valor delossiguientesdeterminantes: ;
c d d 2+2d d
Solucion:
a) loa b a

=aad- abc:a(ad— bc): o}

b
d‘ - VERDADERA

ac Cc
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b b
aa :O(Zad—bc;/tcxzé1 ‘:az(ad—bc) - FALSA
c ad cd

b b
%@ 9. 4 2ad-a2be=a2(ad-bc)=a?| ‘ - VERDADERA
oc ad c d

b) la c| |a b

= =3
b d| |c d
2+20 bl _|2a b| |2b bl ja b

= + = +0=2[B=6

2+2d d 2 d| |2d d cd

(1) El segundaleterminartees0 por tenetasdoscolumnagproporciomles.

EJERCICIO 15 : Indica, razonando tus respuestas, si son ciertasno las siguientes igualdades:

a) |2 2 2 1 1 1 b) [1 a a°
Xy z|=| 2 2y 2z 1 a2 ad|=o0
a b c a+2 b+2 c+2 1 a% a*
Solucioén:

a) Lal®fila lahemogamultiplicadopor 2 yla2® por % A la3* lehemossumaddal®.

2 2 2 1 1 1 1
Portantofx y z :E 2X 2y 2z |. Laigualdadescierta.
ab c a+t2 b+2 c+2
b) Observamos que I&% la 2 columna son proporcionales, puesto que?il®btenemos multiplicando I&pora. Por tanto, el
determinante es cero. La igualdad es cierta.
EJERCICIO 16 :

a) Si Ay B sondosmatrices2x2,talesque |A| = 2y |B| = -4, calcula,justificando la respuesta:

|A2|; |-Al 24 |AB‘|; |BtA|; |A'1| (Bt representala traspuestade la matriz B)
a
c

. b 2a+b -b
b) Si = -2, calcula .
d 2+d -d

Solucion
a) Vamos a tener en cuenta estas tres igualdades:

ConsideramosA y B dos matrices:2. 1) |A[B| =|A (B
Por tanto:

A% =|ATA = AT =|A" =27 =4

o [-A =~ = (1) DA =10A = (A =2

« 2A=2°0A=4[A=42=8

B = AB =[A (8| =21{-4) =8

+ BT =[B! 0A = [l = (-4)2 = -8

« Parahallar ‘A _l‘, vamosa tenerencuentaque A A= yqueexisteA_l, puest(‘que|A| =2# 0. Asf.

‘AD\_l‘=|I| . |A|[.JA_1‘=1 . ‘A‘ﬂ:iz1
Al 2

+ 2) kA =k? T

; 3)|AY=[A

b) Sumamos a la 12 columna la 22 y sacamos (21y factor comdn % —d

2a+b -b
x+d -d

= 4, halla el valor delossiguientesdeterminantes:

22 -b ab

L RCLTLEY
ab c
EJERCICIO 17 : Sabiendoque |x y z
pqr
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a) |[x-a y-b z-c b) l[a x 3p+x
2p 29 2r b y 3q+y
X y z C z 3r+z
Solucion:
a) Restando alal® filala 3® y sacamos (— 2) factor comin:
x-a y-b z-c| |-a -b -c a b c a b c
2p 2q 2r |={2p 29 2r|=-2p q r (*=)(—2)[ﬂ—1 X y z|=2[4=8
X y z X 'y z Xy z p qr

(*) Al permutada2? y 3? filasdeorden.eldeterminate cambiadesigno.
b) Restamosala3® columnala2?,y sacamo8factorcomun:

a X 3p+x a x 3 a x p a b c

by J+y|l=lb yv |=3b vy q(’é) X y z|=3[#=12
cC z 3r+z c z 3 c zr p qr

(*) Tenemogncuentagueel determinariedeunamatrizcoincideconel de su traspuesta.

EJERCICIO 18 : Calcula el rango de las matrices:

1 -1 20 2 -1 3 2 3
2 -1 3 4 2 3
-1 2 3 2 -1 2 1 -1 1
ajA=l1 0 -1 3 1 -1 b) M = )M =
0O 1 0 3 0 -1 3 0 3
3 2 1 -1 2 4
3 =411 1 4 -1 1 -1
2 3 -1 5 2 3 -1 2
1 -2 3 1 -11 1 2
d A= e)M =
1 12 -11 7 0 3 4 -1
o 7 -7 3 5 5 -3 2
Solucion:
2 -1
a) Tomamosun menordeorden2nonulo: 1 0 =1#£0
Por tanto, ranX) = 2. Las dos primeras lineas son linealmente inudipates.
Veamos si la tercera fila depende linealmente sields primeras:
2 -1, 3
|
1 0! —-1/=14#£0 - Lastresfilassonlinealmemeteindependiates. Luego, ranA) = 3.
32 1
1 -112 0]
| |
pm=| "1 2 13 2]
1 0 3
3 -4 11
2 0
Tomamos un menor no nulo de orden2: |=4#0 - ran(M)zZLasdosprimerasﬁlasson linealmente independgent
3 2
Veamossila3? fila dependéinealmentedelasdosprimeras

_____ nealmeneindependiates
0 03
Comprobamos si el determinante be es distinto de cero o no:

1 -1 20 1 -1 2 3

IV :% 11 2‘:15?:0 _ |astesprimeradilasson _  ran(v)23

-1 2 3 2|@-1 2 3 -4 2o
M| = W ©_§-1 3 -4/=-1520
0 103 |0 1 00
3 1 13
3 -4 11 |3 -4 1 13
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(1) Restamosala4® columnaja2: multiplicada por3. (2) Desarrollanospor la3: fila.
Por tanto, ran\]) = 4

1] 4 |=1[1][=1

Observamoguela4?® columnacoincideconlal® y quela5® esigualquela3®.
Por tanto, podemos prescindir de las dos Ultimhsmtas para calcular el rango t& Asi, ran () < 3.

Tomamosun menordeorden2nonulo: =320

Luego, rani) = 2. Las dos primeras filas son linealmente inddjgnes.

2 -13
Veamossila3?® fila dependdinealmeniedelasdosprimeras| -1 2 1|=14#0 - ran(M)=3
0 -13
3
d) Tomamosin menordeorden2nonulo: =-7%0

Luego, ranf) = 2. Las dos primeras filas son linealmente inddjgees.
Veamos si la tercera fila depende linealmente sleldes primeras:
2 3, -1
|
1 -2/ 3|=0 (puessi restamodgal® columnamenoslaZi‘,obtenemoshaSi“)

112 -11
2 3 5
1 -2 1|=0. Asi,la3? fila escombinacid linealdelasdosprimeras.
1 12 7

Comprobamos si la cuarta fila depende linealmeatasidos primeras:
2 3 -1 2 3 5

1 -2 3|=0 |1 -2 1|=0.Tambiénlacuartdfila dependelelasdosprimeras.
o 7 -7 0 7 3
Por tanto, ranX) = 2.

e) Tomamosin menordeorden2nonulo;

ﬂ
=520
1

Luego, rani) = 2. Las dos primeras filas son linealmente inddjeates.
Veamos si la tercera fila depende linealmente sieds primeras:

2 3 -1

| — astrespri asfllas on
-1 1} 1|=17#0 - jiream néPn ependlsetes ~ ran(M)z3

—————

03 4
Comprobamos si el determinante bk es distinto de cero o no:
COLUMNAS
2 3 -1 2 12 2 5 1 6
5 1 6
-11 1 2 22+12 |-1 0 0 O
M| = =3 4 -1/=0
0 3 4 -1 #+12 |0 3 4 -1
10 2 12
5 5 -3 2| 4+20% 5 10 2 12

Por tanto, ranM]) =3
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EJERCICIO 19 : Estudia el rango de las siguientes matrices patas distintos valores de los parametros:

a 1 3 0 1 0 4 2 1 1 A+1 1
aM={1 a 2 1 byM=| 0 t 4 0 c)A=| A 0 0 2
2 2a 5 a -1 3 t =2 0 A 2 0
1 2 3 1 1 0 -1 0
dM=| 1 t 3 2 e)A={ 0 a -3 0
1 8-3t 3 -2 4 1 a O
Solucion:
a) Tomamosun menordeorden2distintodecera (1)‘ =3%£0

Luego, ranif) = 2. Las dos primeras filas son linealmente inddjganies para cualquier valor age

Buscamos los valores d@ que hacen que el determinante formado por lasroms & 32y 42 sea igual a cero:
aj3o
|

V16— a=3
112 1|=22+6-m-m=2-m+6=2p? - a+30 - a®-d+3=0 - a=’t 126 12:422 { .
_____ a=
2 5a

e Sia=1l - Sabemosguelal® columnadependdéinealmentedelasdosultimas.
Veamogjueocurreconla2? columna

130

1 E 2 1|=0 - LaZ2®columnadependdinealmenkdelasdosultimas.

_———— ]

Por tanto, ranM]) = 2.
e Sia=3 - Sabemosguelal® columnadependdinealmentedelasdosultimas.
Veamogjueocurreconla2? columna
130
3 E 2 1/=8#0. Por tanto,ran(M)zB

—_————

b)

[1] o[4] 2
m=[0] ¢[4] 0

-1 3 ¢ 2
L 4
Observamoguela4? columnaeseldobledelal®. Luego,podemogprescindideella paraobtenerelrango.

Tomamosun menordeorden2distintodecero:

4
4‘:4::0 Asi, ran M) = 2.

Buscamos los valores deque hacen cero el determinante formado por éasptimeras columnas:

1 0 4
_-4+16+48 _-4+8 {t=2

0 t 4[=t?+4t-12=0 - t

2 2 t=-6
-1 3t
* Sitz2ytz-6 - ran(M):S
e Sit=20t=-6 - La2?columnadependéinealmeniedelal? y 3°.
Por tanto, ranM]) = 2.

c)
1)\+1
A:A@o
0

A 2 0

Tomamosun menordeorden2distintodecero:

1
2‘=2¢O Luego, rank) = 2.
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Buscamos los valores de que hacen cero el determinante formado por leswas & 32y 42

0o 2 1A+ 14148 _-1+3 [A=1
-1+ -1+ =

0 0 2|=- =—2[2—A(A+1)]=—2[2—A2—A]:=2[ﬁ>\2+>\—2]=o D W L

A 2 o M2 2 2 |A=-2

e SiAZly A#z-2 - ran(A)=3

e SiA=1 - La3?columnadependdinealmentdela2® y 4°.Veamogjuéocurreconlal® columna
111

1 0 2/=-120 - ran(A)=3

010

e SiA=-2 - La3?columnadependdinealmentedela2?® y 4°. Veamosjuéocurre conlal® columna
1 1 1

-2 0 2|=8#0 - ran(A)=3

0 -2 0

Por tanto, ranX) = 3 para cualquier valor d&.

d)
M2 3[4
m=[1] ¢ 3 [2]
18-3¢ 3 -2

(N,
Observamoguela3® columnaesproporcionalalal? (essu tripld; por tantopodemosprescindirdeellaparacalcularelrango.

1
Tomamosun menordeorden2distintodecera 5 =1#0 Luego, raniyl) = 2.

Buscamos los valores deque hacen que el determinante formado por laswoms & 22y 42 sea cero:
1 2 1

1 t 2 |=-2t+8-3t+4-t- 2(8 - 3t) +4=0 paracualquiervalorde t.

1 8-3t -2
Por tanto, la 32 fila depende linelmente de las dos primeras para cualquier valor de t. Asi, ran 1) = 2.
e) Podemoprescindidela3® columnapuesnoinfluye enelrango.

0
Tomemosun menordeorden2distintodecera 1 =1#0 Luego, rank) = 2.

Buscamos los valores d& que hacen cero el determinante formado por ésspiimeras columnas:

10 -1

0 a -3l=a2+m+3=0 - a:—4i\/16—12:—412
2 2

41 a

* Siaz-lya#z-3 - ran(A):S

e Sia=-10a=-3 - LaZ2*filadependdinealmenkedelasotrasdos - ran@)=2

a=-1
a=-3

5 -4 2
EJERCICIO 20 : Dadalamatriz A= 2 -1 1 |, compruebaque A2 =2A- I, siendo | lamatriz identidad. Usando la
-4 4 -1

féormula anterior, calcula A4.

Solucion:
Comprobamos quezé\2 =2A-1
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5 -4 2)(5 -4 2 9 -8 4
A2=l2 -1 1|2 -1 1|=|4 -3 2
-4 4 -1)|-4 4 1) (-8 8 -3

Soniguales.
10 -8 4 100 9 -8 4
2A-1=| 4 -2 2 |-/0 1 0|=| 4 -3 2
-8 8 -2/ (0 01 -8 8 -3

Utilizando queAZ = 2A - I, calculamosA®A% = (A2)2 = (2A — 2= 4A2— 4A + | = 42A — 1) — 4A + | = 4A — 3|
5 -4 2 1 00) (20 -16 8) (3 0 0 (17 -16 8

Portanto:A%=4A-31=4/ 2 -1 1(-3/0 1 0|=| 8 -4 4|-|0 3 0|=| 8 -7 4
-4 4 -1) |00 1) (-16 16 -4) (0 0 3/ |-16 16 -7

EJERCICIO 21 :
3 -1 -1 2
a) Calcula el rango de la siguiente matrizA =2 1 1 =2
0 1 1 -1

b) ¢Cuantas filas hay en la matrizA que sean linealmente independientes? Razona tuspriesta.

Solucién:

a) Tomamosun menordeorden 2 nonulo; =5%#0

Luego ran (A) = 2. Las dos primeras filas son linealmente inddjgates.

3 -1} -1 3 -1 2
| |
Veamos si la tercera fila depende linealmente slelds primeras:2 1! 1 [=0; (2 1! -2|=520
01 1 01 -1

Por tanto,ran (A) = 3.
b) Comoran (A) = 3, las tres filas d& son linealmente independientes.

EJERCICIO 22 : Halla el rango de la siguiente matriz y di cuaés el nimero de columnas linealmente independientes

2 -1 0 2
m={1 -2 3 1
0 3 -60
Solucién:
-1
Tomamosin menordeorden 2 nonulo: 2‘ =-3%£0
Luego ran (M) = 2. Las dos primeras filas son linealmente inddjeztes.
2 -1 0 2 -1} 2
| |
Veamos si la tercera fila depende linealmente slédes primeras:1 -2! 3 [=0; |1 -2 1|=0
0 3 -6 0 3 0

La tercera fila depende linealmente de las dosgreim Por tantoran (M) [ 2.
Asi, el nUmero de columnas dé linealmente independientes es 2.

EJERCICIO 23 :
-3 5 4
. . -1 2
a) Averigua el rango de la matrizM = 3 g
0 1 1

b) ¢Cual es el nUmero de columnas linealmente indepdientes en la matrizM? Justifica tu respuesta.

Solucién:
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a) Tomamosin menordeorden2nonulo: =-7#£0

-1

Luego ran (M) = 2. Las dos primeras filas son linealmente inddjgames.
Veamos si la tercera fila depende linealmente sields primeras:

-3 51 4
2 —1i 2/=0 La 32 fila dependdinealmentedelasdosprimeras.
1 3 | 8
-3 5, 4
Veamos si la cuarta fila depende linealmente dddasprimeras: 2 —1j 2|=7%0
0 1 1

Por tanto,ran (M) = 3.
b) Comoran (M) = 3, las tres columnas dd son linealmente independientes.

EJERCICIO 24 :
-2 0 2 1

a) Halla el rango de la siguiente matrizA=|{ 3 1 -2 1
1 -1 -2 -3
b) Averigua el nimero de columnas de A que somkalmente independientes.

Solucién:
-2 0

a) Tomamosun menordeorden2nonulo; 1 =-2#0
Luego ran (A) = 2. Las dos primeras filas son linealmente inddjsates.

-2 01 2 -2 0f 1

| |

Veamos si la tercera fila depende linealmente slélds primeras:3 1! -2|=0; |3 1! 1 |=0

1 -1 -2 1 -1 -3

Por tanto,ran (M) = 2.

b) Comoran (A) = 2, hay dos columnas d& linealmente independientes.

EJERCICIO 25 :
2 0 -2
. - . -1 0
a) Obtén el rango de la siguiente matrizM = s -1 1
0 2 3

b) ¢Cuantas columnas hay en la matriaVl que sean linealmente independientes? Razona tispeiesta.

Solucién:

a) Tomamosin menordeorden2nonulo: =-2#£0

Luego ran (M) = 2. Las dos primeras filas son linealmente inddjsztes.
Veamos si la tercera fila depende linealmente sleldes primeras:

2 0, -2
3 —1J 0 |=0. La 32fila dependdinealmentedelasdosprimeras.
2 -1 1
2 0 -2
Veamos si la cuarta fila depende linealmente dddasprimerag: 3 —1E 0 |=-18#0. Por tanto,ran(M)
0 2 3

b) Comoran (M) = 3, las tres columnas dd son linealmente independientes.

3.

12
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EJERCICIO 26 : Calcula el valor de los siguientes determinantes

-2 -4 0 2 2 -1 1 1 3 -1 2 1
-1 0 1 -1 0O -2 3 1 2 0 -1 2
a) b) c)
2 3 -2 1 -1 2 -10 -3 1 1 -2
o -1 1 -2 -1 0 4 3 -2 2 0 1
2 -1 0 3 -1 2 0 3
1 -1 2 4 2 1 -1 1
d) e)
1 3 -1 2 -1 -2 3 1
01 2 1 o 1 1 2
Solucién:
FILAS

-4 -2 4

13

(1) Desarrollanospor la1® columna.

columna.

- ~2 3|=-6
2 3 -2 1 +1* |0 -1 -2 3
-1 1 -2
o -1 1 -2 42 o -1 1 -2
FILAS
2 -1 1 1| 22+2* 0 -1
-1 9 7
byl0O -2 3 1| 220 |0 -2 @_2 I (1) Desarrollanospor a1 columna
-1 2 -1 0 3-4|10 2 -5 -3
2 -5 -3
-1 0 4 3 48 -1 0 4 3
FILAS
3 -1 2 1 18 3 -1 2 1
2 -1 2
ol2 0 -1 2| 22 |2 0 -1 2 (—)O Y (1) Desarrollanospor la2* columna.
-3 1 1 -2 3+ |0 O 3 -1
4 4 3
-2 2 0 1| 4+20%4 0 4 3
FILAS
2 -1 0 3| 7*-22*)|0 1 -4 -5 1 -4 -5
1 -1 2 4 28 1 -1 2 4 a
d) _ O_1ds -3 -» - -11{-30)=30 (1) Desarrollanospor la1* columna
1 3 -12 3#-22|10 4 -3 -2
1 2 1
01 2 1 48 01 2 1
e)
-1 2 0 3 1 -1 2 0 3
FPLT 0w, |°> 7
2 1 -1 1| 2*+20*|0 5 -1 7|4
= = =(—1) -4 3 -2 =—1[ﬂ—15)=15 (1) Desarrollanospor la1®
-1 -2 3 1 -1 |0 -4 3 -2
1 1 2
o 1 1 2 42 o 1 1 2

EJERCICIO 27 : Halla, en funcion del pardmetro, el valor de éss determinantes:

1 1 1 1
1 a22—1 a -1 ¥ 1 1
a)|1 2°-2 2a-1 b)
1 0 22 -1 -1 x 1
-1 -1 -1 x
Solucioén:
1 a®-1 a | |1 a%-1, a ) 11 a
a)|l 2%-2 za-1=1 2@12—1) Zi—lz(az—l)l 2 2a-1|=
1 0 a2 1 0 a2 10 a?
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FILAS
18 1 1 a ()
2 1 a-1 2
=20 -1° (a2 —1)0 1 a-1 :(az—l) :(a2—1Xa2—1):(a2 —1)
i a 2 -1 a“-a
3% -1° 0 -1 a”-a
() Sacamoia2 - 1) factorcomlndela2? columna. (2) Desarrollanospor la1® columna.
1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 11 1
-1 x 1 1 -1 x 1 2 1 2
b) (:) (:)(x+1)—1 X 1(:)(x+1) -1 x 1 (:)
-1 -1 x 1| |-1 -1 x 1
-1 -1 x 0 0 x+1
-1 -1 -1 x 0 0 0 x+1

D] T b Plr )=o)

(1) Sumamos a al ultima fila la primera. (2) Deskamos por la dltima fila

EJERCICIO 28 : Resuelve la siguiente ecuacion (operando en @tdrminante antes de desarrollarlo):
-1 x x X

X =1 X X
X X =1 X
X X x -1

Solucién:Sumamosalal®- columnalasotrastres

-1 x x X 3X-1 x X X 1 x x X
X -1 x X x-1 -1 x x |0 1 -1 x x
= = (3)( —]_) =
Xx x -1 X -1 x -1 x 1 x -1 X
X x x -1 |3x-1 x x -1 1 x x -1
FILAS
1° 1 x X X
2% -18 0 -1-x 0 0 |2
= (3x-1) (:)(3x ~1)(-1-x)® =0
3% -1° 0 0 -1-x ©
4° -1° 0O O 0 -1-x
(1) Sacamos(3x —1)factorcomt’mdela19 columna. (2) Es el determinante de una matriz triangular.
3 x-1=0 - 3x=1 - x=E
Bx-1)(-1-x)°=0 - 3
(—1—x)3=0 - -1-x=0 - x=-1
La ecuacion tiene dos soluciomegz%; X9 =-1

x+2 1 1 1
X+2 1 1
1 x+2 1
1 1 1 x+2
X+2 1 1 1 X+5 1 1 1
x+2 1 1 Xx+5 x+2 1 1 (l)
1
+

EJERCICIO 29 : Desarrolla el siguiente determinante;:

L, . 1
Solucién:Sumamos a la primera columna las otras fres: =
1 1 x+2 1 X+5 1 x+2

1 1 1 x+2| [x+5 1 1 x+2

FILAS
1 1 1 1 18 1 1 1 1
(1)(X+5)1 x+2 1 1 =27_17(x+5) 0 x+1 0 0 (5)(x+5)(x+1)3
1 1 x+2 1 | 3z=-p° 0 0 x+1 0
1 1 1 X+2| 4% -12 0 O 0 x+1
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(1) Sacamogx + 5) factorcomindelal® columna. (2) Es el determinante de una matriz triangular.

x—a->b a b
EJERCICIO 30 : Resuelve la siguiente ecuacion: c¢ x=-b-c b =0
c a X—a-c
Solucién:
FILAS
Xx—a-b a b X a b R
~b- b @x x-b-c b [=_. | 2 °
¢ X ¢ T =2"-17|0 x-a-b-c 0
c a X—-a-c| |[X a X—a-c 2120 0 w—a-b-c

(1) A la primera columna le sumamos las otras dos.

=0
x(x—a—b—c)2=0 L
Xx—-a-b-c=0 - x=a+b+c

Por tanto, la ecuacion tiene dos soluciorngs:0; x» =a+b+c

EJERCICIO 31 : Indica si son ciertas 0 no las siguientes iguades. Razona tu respuesta:

15

=x(x—a—b—c)2 =0

a) |la b c 2 2 2 b) X y z
a x vy =2 b x p a b c |=0
apq 2 cC vy q 2x—a 2y-b 2z-c
Solucion:
a) |la b c 1 bc 111 2 2 2
@ @ _a
a X y|¥4al x y|¥ab x p =5 b x p
apgq 1paq cyaqq cyq
Por tanto, la igualdad es cierta.
(1) Sacamosa factorcomudndelal® columna. (2) El determinante de una matriz coincide cotlee$u traspuesta.

b) La3*® fila escombinacid Iinealdelasdosprimera(esz as - 2?).
Por tanto, el determinante es cero. La igualdadezta.

Xy z
EJERCICIO 32 : Sabiendoque |a b c|= 2, hallaelvalor delossiguientesdeterminantes
p qr
a) |la=x b-y c-z b) |x+y+z 2y z
2a 2b 2 a+b+c 2b ¢
p q r p+g+r 2q r
Solucién:
a) la-x b-y c¢c-z a-x b-y c-z -X -y -z Xy z
2a  2b 2 (=2 a b c (*E) a b c|==-2a b c|=-22=-4
p q r p q r p q r p qgr

(*)Hemos restado ala1® filala 22,
b) ([ x+y+z 2y z| [x 2y z| |y 2y z| |z 2y z Xy
atb+c 2b c|=|la 2b c|+|b 2b c|+|c 2b c=(§) a b c[+0+0=2[2=4
ptg+r 29 r| |p 29 r| |q 29 r| |r 29 T P q
(*) El 2° determinarteesO por teneldoscolumnas(lalg ylazf‘)proporciorales.
El tercerdeterminarieesceropor tenedoscolumnaﬁguales(l’ﬂ‘ y3§).

-
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EJERCICIO 33 :
12 -1 3

a) Justifica, sin desarrollar el determinante, que20 4 4|es mdltiplo de 7.
3 35 4

b) Prueba, sin desarrollarlos, que el valor de losiguientes determinantes es cero:
2 1 3 2

2x -1 x/2
Xx-2 y-1 z-3 t-2| N 2 v/2
2 -5 0 3 Y Y

2z 3 z/2

X y z t

Solucién:
12 -1 3| |14 -1 3| |72 -1 3 2 -1
a) Sumamosalal® columnalasotrasdos |20 4 4|=(28 4 4|=|7# 4 4|=74 4
3 35 4| |42 35 4| |76 35 4 6 35
Por tanto, el determinante es mdltiplo de 7.

b) Primer determinante— La 2es combinacién lineal de I&# la 12 (es igual a la@menos la §). Por tanto, el determinante es
cero.

Segundo determinante- La 22y la @ columna son proporcionales (I&ds 4 veces 1a33. Por tanto, el determinante es cero.

EJERCICIO 34 : Indica, razonando tu respuesta, si son ciertasmo las siguientes igualdades:
b) |[a b ¢ 2a 2p 2x

+2 +2z 2y 2z

a) |x+2y ‘zxy‘_'_‘y ‘ p q r|{=82b 2q 2y
p q p g p q Xy z oc o 97

Solucién:

a) |(x+2y y+2z Xyl |2y 2z
. =q(><+2y)-p(y+22)=q><+2qy—py—2pz==(qx—py)+(2qy—2p2)=‘p qu q‘

Por tanto, la igualdad es verdadera.
b) El determinante de una matriz coincide coreedu traspuesta. Ademas, si multiplicamos unddilana columna) por un niamero,

2a 2p 2x ap X a b c
el determinante queda multiplicado por ese nunféootanto:82b 2q 2y|=8@8b q y|=64p q r
2 2r 2z cr z Xy z

Por tanto, la igualdad es falsa.

EJERCICIO 35 : Sabiendo que Ay B son dos matrices de orden &és que |A| = - 2y |B| = 4, calcula, justificanda
respuesta: ‘ABt‘; ‘At ‘; ‘B_l‘; ‘A_lB‘; |3A]

Solucion:

Tendremos en cuenta que:

) [AB]=[A| B 2 [al]=[a

3 ARz . ‘A B\_l‘ =|A| E.JA_l‘ =1 - ‘A _1‘ :ﬁ (si |Al £ 0; esdecir,siexisteA_l).

a a Kz} Kz}
4) Si A :( 1 12J , entonces3A :( 1 12)
azy az2 Jp1 A2
Por tanto:

‘ABt‘:|A|‘Bt‘:|A||B|:—Zm:—S ‘At‘:|A|:—2 ‘B_l‘z—z—

‘A _18‘ =‘A_1‘|B| =ﬁ|8| =_i2m= -2 [3a| =3%|A| =9A| =9[{- 2)=-18



