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TEMA 2 — ALGEBRA DE MATRICES
2.1 — NOMENCLATURA'Y DEFINICIONES

2.1.1 - DEFINICION

Las matrices son tablas numeéricas rectangulares

22 columna

1 A3 e an
1 D3 ens 3

32 fila

am 1 am2 am3 ------

Dimension de la matriz
Esta es una matriz de filas yn columnas. Es ddimensiénm x n.
Los elementos,;ason numeros reales; (@ R)

Al designar una matriz genérica, como la antedada término tiene dos subindices que indicanda fi
y la columna a las que pertenece. El elemends &s el que esta en la tercera fila y segunda czéum

Para simplificar, la matriz anterior se puede demi@si: A = (@mn

2.1.2 - IGUALDAD DE MATRICES

Dosmatrices sonigualescuando son de la misma dimension y, ademas, dein¢érmino a término:

A= (aij )m,n AZB o a =b
B =(b; )m,n = ij =Dy
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2.1.3 - TIPOS DE MATRICES

Matriz fila: Aixn= (a1 a2 ....... an)
ap
. _ _| @21
Matriz columna: Anx1=
Qm1
0 O 0
Matriz nula: Matriz cuyos elementos son todos nulos; x@=
0 00O

Matriz cuadrada: Si el numero de filas es igual al nimero de colwsy(na= n)

A“\?i: aL“.\
Anxn=A,= | %21 R~ @n Diagonal principal

ant anZ\Xann
Matriz triangular superior (inferior): Matriz cuadrada cuyo elementos que estan por debajo
(encima) de la diagonal principal son nulos.

all a12 e aln

0 ay .. ag,
Anxn=An=

0 0 0 au,

Matriz diagonal : Matriz cuadrada en que la todos los elementos queertenecen a la
diagonal principal son nulos.
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Matriz escalar: Matriz diagonal con los elementos de la diagonalcjpal iguales

a 0 .. o0

0O a .. 0
Anxn=An=

0O 0 0 a

Matriz unidad o identidad : Matriz escalar con los elementos de la diagonakpal unos.

1 0 ... 0
1 ... 0

Inxn=1In=
0O 0 0 1

Matriz traspuesta de una matriz A = (aij)m,nes otra matriz A= (aji)n,m que se obtiene al
cambiar en A las filas por las columnas y las colasnpor las filas.

a1 @2 .. 8y a1 dp1 - Ay

a1 82 ... ap t 82 82 .- 8m2
mxn= = Anxm=

mi 8m2 -+ 8mn n 8 - 8mp

Matriz simétrica: matriz cuadrada que coincide con su traspuestaA# =

a1 a2 .. 8y

dip Aoy ... Aop
Anxn=

Ay, dopn ... Qpp

Matriz antisimétrica: matriz cuadrada que coincide con menos su trasyéesi\)

0 Ao ... A
_a12 O a2n

nxn=—

_aln _azn O
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2.2 — OPERACIONES CON MATRICES

2.2.1 - SUMA DE MATRICES

Para que dosatrices puedarsumarse es necesario que tengan la misma dimension.|Eada, se
suman término a término: & n+ (B))m,n= (8 + B)m, n

2.2.2 — PRODUCTO DE UN NUMERO POR UNA MATRIZ

Paramultiplicar un nimero por una matriz , se multiplica por el nimero cada elemento ded&im
k-(aj)m, n= (kaj)m, n

2.2.3 - PRODUCTO DE UNA MATRIZ FILA POR UNA MATRIZ COLUMNA

El producto de un vector fila por un vector columnaambos de la misma dimension, es un nimeros
gue se obtiene multiplicandolos término a térmirsugando los resultados:

(g a, ag .. a,)bg|=ah +a,b, +aghs+...+a,b,

2.2.4 - PRODUCTO DE MATRICES

Para que domatrices A y B puedammultiplicarse, A.B, es necesario que niumero de columnas de
la primera matriz coincida con el numero de filasld segunda matriz.

En tal caso, el producto A.B = C es otra matrizosuglementos se obtienen multiplicando cada vector
fila de la primera por cada vector columna de tusda, del siguiente modo:

A = (aij ) tile
mn AB=C = (Cij) .o . . l
B= (bij )n o m.p {&ij Jmn {bii_\fn._r} = '[,ci_ij'm,u
Siendo ¢ el producto de la fila i de A por la columna jBte t E— ﬂ Colna I
by
sz
Cij = (ail dj> dj3 .- Qi bgj = ail.blj +a;, sz + ai3.b3j +...+q, bnj
b

La matriz C resultante tiene tantas filas como Ayrantas columnas como B, p.
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2.2.4 - EJEMPLO

Calcular la matriz M = - 3P — | siendo P E_Zl ﬂ

(—1 3](—1 3j (—1 3] (1 0] (7 o] (3 —9] (1 0] (9 —9J
M= - 3. - = + - =

2 1){2 1 2 1 01 0 7 -6 - 01 -6 3
2.3 — PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES CON MATRICES

2.3.1 - PROPIEDADES DE LA SUMA DE MATRICES

Las matrices de dimension m x n pueden sumardegegutado es otra matriz m x n. Ademas, la suma
cumple las siguientes propiedades:

1. Asociativaa (A+B)+C=A+(B+C)
2. Conmutativa: A+B=B+ A

3. Elemento neutro: La matrizOn, ,, cuyos elementos son todosmiatriz nula), sumada con
cualquier otra matriz de dimension m x n, la dgjel, es decir, A©O=0+A=A

4. Elemento opuestoToda matriz A, tiene su opuesta —A. La opuesta dg(g;) es —A = (-@), pues
(&) + (-&) = (g — &) = (0) =0

2.3.2 — PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE NUMEROS POR MATRICES
Sia, bOR,yA, BOMp n se cumplen las siguientes propiedades:
1. a.(b.A)=(a.b).A
2. (@a+b)A=aA+bA
3. a(A+B)=aA+aB
4. 1.A=A
2.3.3 — PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE MATRICES
1. Asociativa: (Amxn- Bnxp)- Coxa= Amxn - (Bixp-Coxa)
2. El producto de matricaso es conmutativo: A.B # B.A
Como consecuencia, hemos de mantener el erdgue aparezcan las matrices que han de

multiplicarse. Por tanto, utilizaremos expresiodeksiguiente tipo: “La matriz A esta multiplicapar
la izquierda (o por la derechagor la matriz B.
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3. Elemento neutro: A.l = ILA = A siendo lla matriz identidad o unidad.
4. No siempre existe el elemento inversé&.A™? = A1 A = |, siendo A' la matriz inversa de A

No todas las matrices tienen inversa:
e Si una matriz tiene inversa se la llameersible o regular.
e Siuna matriz no tiene inversa le llamasingular.

2.3.4 — PROPIEDADES DISTRIBUTIVAS

1. Distributiva a izquierda: A.(B+C)=AB+A.C

2. Distributiva a derecha: (A + B).C=A.C+B.C

2.3.5 - PRODUCTOS NOTABLES

1. (A+B)*ZA%+2AB+ B, excepto si Ay B son conmutativas
2. (A-B)*#A%-2AB+ B, exceptosi Ay B son conmutativas

3. (A+B).(A—B)%A%-B? exceptosi Ay B son conmutativas
2.3.6 — PROPIEDADES DE LA TRASPOSICION DE MATRICES
1. (AY'=A

2. (A+B)'=A"+B

3. (kA = kA

4. (A.B)'=B.A'

5. Si A es una matriz simétrical AA

2.3.7 — PROPIEDADES DE LA INVERSA DE UNA MATRIZ

1. AHt=A

2. A+B'zAt+B?

3. (kA)*T== At

1
<
4. (A.B)'=pLA"

5. Siles la matriz identidad o unidad:+ |

6. (A)'=(A"Y
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2.4 — CALCULO DE LA INVERSA DE UNA MATRIZ
2.4.1 — APLICANDO LA DEFINICION
AAT=|

Ejemplo:

21
[1] Hallar la inversa, si existe, de la matriz A{Z ZJ
2 1)(x y)_ (1 O
4 2/lz t) (01
2x+z 2y+t) (1 O
4x+2z 4y+2t) (0 1

+7= 2x+z=1
2x+z=1 { = 0=-2= Notienesolucién

2y+t=0 4x+22=0 : .
= = No tienesolucién

4x+22=0 2y+t=0

4y+2t=1 4y +2t=1

Solucion: No existe la inversa de A

1 2

[2] Hallar la inversa, si existe, de la matriz A{g ]
1 2\(x y) (10
3 4/lz t) \0 1

X+2z y+2t) (1 0
3x+4z 3y+4t -

+22=1
x+t2z=1 X —22=—3:>Z=§:>X=—2
y+2t=0 X +4z= 0 2
3X+4z= 0 y+2t=0 1
—2t:1:>t:——:>y:1
y+4t=1 y+4t=1 2
Solucién: A" = [ 3 _1}
2 2
12y(72 1) 10
Comprobacion: AA=1 : 13 1= — Esté bien
3 4 5 P 01

Observacion:

- Para hallar la inversa de una matriz 2 xY2dwe resolver 2 sistemas de 2 ecuaciones
- Para hallar la inversa de una matriz 3 x\8duwee resolver 3 sistemas de 3 ecuaciones
- Para hallar la inversa de una matriz 4 xyldwee resolver 4 sistemas de 4 ecuaciones

- Para hallar la inversa de una matriz n xyndwe resolver n sistemas de n ecuaciones
Por tanteste método solo es aconsejable para matricesrderdiion 2 x 2.
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2.4.2 — APLICANDO EL METODO DE GAUSS

(AN O0]A)

Pasos:

1. Hacemos ceros debajo de la diagonal princiaizguierda a derecha)

2. Hacemos ceros encima de la diagonal principati@decha a izquierda)

3. Arreglamos la diagonal principal (dividiendo adia por el nimero correspondiente)
Nota: Si al hacer ceros una fila o columna es toda €gifdo existe la inversa

Ejemplo:

21
[1] Hallar la inversa, si existe, de la matriz A{Z ZJ

2 1|1 0 = 2 1|1 O . .
F,=F,-2R = No existe la inversa de A
4 20 1 0 0|-2 1

1 2
[2] Hallar la inversa, si existe, de la matriz A{g 4]

1 2(1 0 = (1 2|1 0 _= (1 0|-21
3 4/0 1)2 %2 "YHo -2]/-3 1)t "t %0 -2|-31

F2=FZ/(—2)(1 0‘ -2 1 j

0 1|3/2 -1/2
-2 1
Solucién: A'=| 3 1
2 2
1 2(72 1) /1o
Comprobacién: AA=1 : 13 1= — Esté bien
345 ~5 01
2 2
1 0 -1
[3] Hallar lainversa de lamatri0 2 3
1 -1 1
10 -1{1 00 _ (10 -1/1 00 _
0 2 3|01 O0|FRR=FR-KO0 2 3|0 1 0|F=2rR+F,
1 -1 1|0 0 1 0 -1 2|-101
10-1/1 00 - 7 0 0[5 1 2\R=R/7
F=7F+F
02 3[0 1 014 0| 6 4 -6|F,=F,/14
F2:7F2_3F3
00 7|-21 2 0 0 7/-2 1 2)R=RI/7
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1 0 0| 5/7 1v7r 2/7
0 1 0| 3/7 2/7 -3I7
0 0 7|=-2/7 17 2/7

5/7 17 2I7
Solucién: At=| 3/7 2/7 -3I7

=217 U7 2]7
1 0 -1 5/7 17 2]7 1 00
Comprobacién: AA=1 : |0 2 3|.| 3/7 2/7 -3/7|=|0 1 0|= Bien

1 -1 1 =27 Ut 2]7 0 01

Observacion: Para hallar la inversa de una matriz por el métlGauss, se pueden cambiar filas
pero en (A | I) no antes, pero nunca columnas.

50 2
[4] Hallar lainversa de lamatriz0 0 1
310

2.4.3 — POR DETERMINANTES (Ver tema 3)

2.5 — EJERCICIOS TiPICOS DE MATRICES

2.5.1 — POTENCIA N-ESIMA DE UNA MATRIZ

Para calcular la potencia n-ésima de una matfizsécalcula, A2 A% A*.... hasta que descubramos
la ley de formacién de las sucesiones que la fororileguemos a la matriz Identidad

Ejemplos:

11
[1] Calcular A siendoA:( j
01
11
A=

a2 anc (T D) (D)
S lo 1)lo 1)

TN
o
=N

~—

Ang_Azz(l 1]_ 1 2}(1 3]
0100 1) 01
A4:A_A3:(1 1]_ 1 3}(1 4}

0 1)00 1) (o 1
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An_1n
01

4 5 -1
[2] Calcular A?®siendo A=| -3 -4 1
-3 -4 0
4 5 -1
A=|-3 -4 1
-3 -4 0
4 5 -1\(4 5 -1 4 4 1
A’=AA=|-3 -4 1||-3 -4 1|=|-3 -3 -1
-3 -4 0)(-3 -4 0 0o 1 -1
4 5 -1(4 4 1) (100
A*=AA*=|-3 -4 1|.|-3 -3 -1|=|0 1 0
-3 -4 0)(0 1 -1) 00 1

A'=AA=Al=A
Sélo hay tres posibles resultados : A&, A (el resto se repiten)

Dividimos 128 entre 3 y nos quedamos con el rdsi8:= 3.42 + 2=

4 4 1
ALB= A34202- (AHRZ A2 = 202 | AZ= A2=| -3 -3 -1
O 1 -1

2.5.2 — APLICACIONES DE LA INVERSAS: RESOLVER ECUAC IONES MATRICIALES
Propiedades: AA'=ATA=1; AlI=A

Ejemplos:

[1]AX=B=ATAX=A'B=IX=A'B=X=A'B

2] XA=B=XA AT=B.A'= X.I=B. A= X=B. A"

[3]AX+B=C=>AX=C-B=A*AX=ALB-C)=IX=AL(B-C)=X=A~L(B-C)

[4] XA?T+B=C=X.A*=C-B= X. A*A=(C-B).A= X.I = (C-B).A= X = (C-B).A

[(]AXB+C=1=AXB=(1-C)=A*AXBB'=AL(-C).B'=IXI=AL(-C)B'=>
X=A%(-C).B*

2.5.3 - RESOLVER SISTEMAS MATRICIALES

Se aplica el método de reduccion para despejar lagatrices incognita.

. . . X=3Y=A | . :
Ejemplo: Resolver el siguiente sistema matrl({%l( Loy =B siendo A y B matrices conocidas
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X-3Y =A
Multiplicamos la primera ecuacion por -2 y lasnamos: 8Y = B — 2A>
2X +3Y =B
1

= §(B -2A) (Calculamos Y)
X =3Y + A (Calculamos X)

2.5.4 - HALLAR LAS MATRICES QUE CONMUTAN CON UNA DA DA

Conmutar significa que AX = XA

. . . 1 2
Ejemplo: Hallar las matrices que conmutan con l&ima = ( J

weerasfo GGG

X+2z y+2t) (X 2x+y
z t zZ 272+t

X+2Z=X z=0
y+2t=2x+y X=t z=0
= =
z2=12 0=0 X =
t=2z+t z=0
Dos ecuaciones con cuatro incognitas 2 g2 =0, x =a, t=a,y =f
a
X:( Bj Oa,BOR
0 a

2.6 — DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA DE VECTORES

2.6.1 — COMBINACION LINEAL DE VECTORES

Dadosv,, v,, V3, ..., vV, vectores yaa, &, ..., & humeros, al vector formado del siguiente
modo: avita vyt aVat ... tayv,
Se le llamacombinacion linealde los vectores, v, , V3, ..., V,

Ejemplo: Escribir el vectores (0,3,-3) como combida lineal de los vectores:

vy=(1,1,0),v, = (2,-1,3)
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(0,3,-3) =0 vy + B.V,
(0,3,-3) =0.(1,1,0) +B.(2,-1,3)
O=a+2p3
(03-3)=b+B,a-B,P)= 3=a-f
_3: 3[3
De la tercera ecuacidgh= -1

Sustituimos en la segunda ecuacion:@«1=a = 2
Comprobamos que se cumple la primera: 0 = 2 +)2.bmo se cumple se puede poner como

combinacion lineal (0,3,-3) = Q;- 1.vH2 (Si no se cumpliese, no se podria poner y etieje no
tendria solucion)

2.6.2 - DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA DE VECTORES

Un conjunto de vectores , v, , Vg, ..., V, se dice que sdmealmente dependientegL.D.) si
alguno de ellos se puede poner como combinaciéalliote los demas.

Un conjunto de vectores , v, , Vg, ..., V, Se dice que sdmealmente independientegL.l.) si
ninguno de alguno de ellos se puede poner comoinanibn lineal de los demas.

En la practica: Para saber si un conjunto de vectores son linegénmkependientes o independientes lo
que se hace es una combinacion de ellos igualadecir cero

a.Vit+t &Vt & Vzt...+taqv,=0

» Sitodos los jason cera= Los vectores son linealmente independientes
» Sialgun aes no nulo= Los vectores son linealmente dependientes

2.7 — RANGO DE UNA MATRIZ

2.7.1 — DEFINICION

Llamamosrango de una matrizal nimero de filas o columnas linealmente indejgenes.
2.7.2 - CALCULO

Para estudiar el rango de una matriz:

1 — Hacemos ceros debajo de la diagonal principal.
2 — El nimero de filas no nulas es el rango
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3 7 4 -1
Ejemplo: Hallar el rango de la matriz A|I2 11 -6 17
5 -1 24 -37

3 7 4 -1 = 3 7 4 -1 3 7 4 -1
F2:3F2_2F1 =

2 11 -6 17 0 19 -26 53 |F=F+2F, |0 19 -26 53
F3:3F3_5Fl

5 -1 24 -37 0 -38 52 -106 00 0 O

Rango A =2

Para estudiar el rango de una matriz con parametros
» Se lleva el parametro lo mas abajo y a la dereckible.
» Se hacen ceros debajo de la diagonal principéildlgue cambiamos no se puede multiplicar
por el parametro.

* Seigualan, por separado, los elementos de lamhgoncipal a cero
* Un caso mas que el numeros de paradmetros (seastadi caso)

1 2 a
Ejemplo: Hallar el rango de lamatriz A|4 1 a
a 01
12a _ (21 a i 2 1 a i 21 a
11 alC-Cy|1 1 alF,=—2F+F|0 -1 -a|FR=K+ar |0 "1 ~2
a 01 0 al 0 a 1 0 0 1-a°

2 = 0 = No tiene solucién
-1 = 0= No tiene solucién
1-£=0=a=+1

Dos valores de & Tres casos:
1 1

~cAsO1:a=1 |9 "1 “llo Rangoa=2

0O 0 O

2 1 -1
-CASO2:a=-& 0 -11 = Rango A=2

0O 0 O

2 1 a
-CASOB:a&l:[O -1 -a|=RangoA=3
o o *
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2.7.3 - UTILIZAR EL RANGO PARA ESTUDIAR LA DEPENDEN CIA O INDEPENDENCIA
DE VECTORES

Para estudiar si un conjunto de vectores son hmeale dependientes o independientes se colocan
como si fuesen las filas de una matriz, se eseld@ngo de la matriz (ceros debajo de la diagonal
principal)

* Sialguna fila es toda nuta Son linealmente dependientes
* Sininguna fila es nula> Son linealmente independientes

Ejemplos:
[1] Estudiar si son L.I. o L.D. los vectores (2,35)0(0,0,-1,2), (4,0,1,0) y (12,0,2,2)

2 3 0 5 _ 2 3 0 5 2 3 0 5
0 0 -1 2|[x=KR-2R|O0 O -1 2 = 0 -6 1 -10 =
F2 “ F3 F4 = F4 _3F2

4 0 1 O|fp=F-6R/0 -6 1 -10 0O 0 -1 2
12 0 2 2 0 -18 2 -28 0 -18 2 -28
2 3 0 5 2 3 0 5
0 -6 1 -10 = 0 -6 1 -10 : :

2 =F—F = Linealmente Dependientes
0O 0 -1 2 0O 0 -1 2
0O 0 -1 2 0O 0 0 O

[2] Estudiar si los vectores (1,6,4), (2,0,-1)6(8) son L.l o L.D.

1 6 4 = 1 6 4 1 6 4
F2=F2_2F1 = .

2 0 -1 0 -12 -9 |K=KR-2K|0 -12 -9|= L. Independientes
F3 F3_5F1

56 3 0 -24 -17 0O 0 1



