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TEMA 12 — CALCULO DE PRIMITIVAS

12.1 - PRIMITIVA E INTEGRACION INDEFINIDA

PRIMITIVA DE UNA FUNCION f(x):  F(x) es una primitiva de f(x) si F’(x) = f(x)

Ejemplos: funcion: f(x) Primitiva: F(x)
2X
sen x - COS X
g e
1/x Ln |x|

Nota: Una funcion tiene infinitas primitivas

Ejemplo: funcion: f(x) Primitiva: F(x)
2X
2x X + 1
2 X —7
2x %+ C

INTEGRAL INDEFINIDA DE f(x)

Llamamos integral indefinida o simplemente integiak(x) al conjunto de todas sus
primitivas y se denota:

j f (x)dx = F(x) +C t.q. F'(x) = f(x)

Ejemplos: [1]j 2xdx=x*+C

[2] J'senx dx=-cosx+C

[3] j%dx=Ln|x|+C

OPERACIONES CON INTEGRALES (Se cumplen las mismas que en derivadas)

[1] j k.f (x)dx = k j f (x)dx
[2] j (f +g)(x)dx = j f (X)dx £ j g(x)dx
[3] [ (fg)(x)x # |[ £ (x| g(x)eix]

f j f (x)dx
4l (Ej(x)dx " Tavodx




Tema 12 — Calculo de primitivas — Matematicas 2°-Bachillerato

REGLAS DE INTEGRACION

FUNCION INTEGRAL FUNCION INTEGRAL
[ kax kx + C
jx”dx X" e jf'(x).f " (x) dX ™), o
n+1 n+1
f"(x)

——dx dx

I Jx+c Y Jie+c
1 f"(x) —

4dx n 4dx n f +
.[ nnlxn—l \/; +C .[ nn/f n—l(x) (X) C
jaxdx a* ‘C jf'(x)a”x)dx a'™ ,C

Lna Lna

[eax e+C [t (x)e"dx e’ +C

1 f"(x)
J o Ln x| + C J o0 Ln [f(x)] + C
[ senxdx -cosx+C [ ()senf(x) dx - cos f(x) + C
.[cosx dx senx + C .[f'(x).COSf(X) dx sen f(x) + C
.[ dX— Ii dx =

cos” tagx + C cos* f (x) tag f(x) + C
| [1+tag x| dx [100. i+ tag?f (x)| dx
I . dx arcsen x + C I e, dx arcsen f(x) + C

\/1— x? \J1-2(x)

£ (x)

I Tix? 5 dx arctag x + C I 1+1200 arctag f(x) + C
Ejemplos:

[1] j2dx= 2x + C
4

2] [x¥dx= X +cC
2 | .

X2
3] | xdx= —+C
3] | 5

6 6

[4] I2x5dx= 2X vc=X4c
6 3

2

7+1 3 2
X o=y s e e

i+1
3

[5] [¥/2x® dx=32
3

-2
[6] .[Xisdx: 4J'x‘3dx:4.)i—2+C=—x—22+C
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4 X

[7] |3x® —senx+ 2" dx = 3% +cosx + +C
4

Ln2
[8] J' 3cosx-5.€ dx = -3senx -5&+ C

/ 2
[9]J' 1_X2 dx=J' 1 dx=arcsene C
1-x V1-x?
3 _
[10] Ixz +:de— 3.arctag X + C
X 1 2X 1
[11] jx2+1dx_ EJ-X2+1dX—§Ln‘x2+;q+C

[12] [ (2x-5).codx? ~5x +3)dx = sen(¥ —5x + 3) + C

[13] I ¥ dx= %J' 3> dx = %ewl +C

X 1 2 1
[14] jﬁdx: Ej-ﬁxz)zdxzaarcsem% +C
senx

CosX

[15] jtagxdx= j

3x
X2 +2

dx =-Ln|cosx|+C

[16] |

dx = §.[22—)(dx=§Ln|x2+2|+C
29 x°+2 2

METODOS DE INTEGRACION

[1] Inmediatas o método de sustitucidéiiCuando las dos funciones tienen relacion,
funcion y derivada) Cambio f(x) = t siendo f(x)fltancion.

Ejemplo: Iserf‘x.cosxdx =
[t=sen x= dt = cos x dx]

5
- jt“dt=t—+C:SerFX
5 5

+C

[2] Integracidn por partes. Cuando las dos funciones no tienen relacién.

D(u.v) =du.v + u dv= udv = d(u.v) — vdu= judv:jd(u.v) —jvdu:
Iudv: u.v—j vdu

Tenemos Necesitamos
U -=-=--- Derivamos ----------- du
dv ----- Integramos ----------- Y j@dv

¢,Cual tomamos como u?
a) arcos o logaritmos
b) Polinomios
c) Trigonométrica o exponenciales
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Ejemplos:
[1] J'xexdx
u=x = du=dx
dv=€e*dx = vzj'dvzj'exdxzeX

x.& - Iexdx: xe* - +C=(x-1)e* +C

[2] I Lnxdx

u=Inx :>du:1dx
X

dv =dx :vzj'dv:jdx:x

Inx.x -J'x.ldx =x.Inx -.[dx =xXInx—-x+C=x.(nx-1)+C
X

[3] j e*.senxdx
u =senx = du=cosxdx
dv = e*dx :>v=J'dv=J‘ede=eX

senx.é - jex .cosxdx

. Iex.cosxdx
U = cosx = du=-senxdx
dv =e*dx :>V:J‘dv:J'exdx:eX

=cos X.8 + I e*senxdx

I g“senxdx= senxe* —cosxe* — I e'senxdx = ZJ‘ e*senxdx= " (senx—cosx) =

X —
e” (senx—cosx) iC

j e*senxdx=

INTEGRALES CON RAICES

Transformar en sumas
Potencias

dezlf(x)+c J’ f'(x) dx =arcsen{x) +C

Raices y arcos j 2/F0)

J1-2(x)

m.crrt de los indices de las raices.

Sustitucién: Lo de dentro de la raiz

J\/ a? —b*x?dx _, bx=asent
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[1] 1 .
.[2+3X —ZJ'X_de+3J-x5dx:

5

2
2XT+3—+C N \/_+C 4J_+—&+c

2 2

[2]”7 -:«’)jZin+ =3/x?+2+C

dx = —arcsem% +C

3] Iﬁdxzjm \/7

dx
[4] | odx

[X = ? = dx = 2t di]

.[ 2tdt
L+t?)t

[5] .[x/4—x2dx

=2| 1 Gt = 2arctagt + C=2.arctagx + C
1+1t?

[X = 2sent= dx = 2costdt]

.[\/4 —4serft.2costdt = J-,/ 4(1-serft)2costdt = 4I cos tdt (Integral trigonométrica)

2
[6] dx
V9-x2
Modo 1: Ver que es un arcoseno. Dividir numeraddernyominador por 3:

2/3 § 2/3 § 2/3 § 1/3
———dx = 2arcsen¥3+C
j\/9 x? /3 J(©O-x )/9 V1-(x/3)? V1-(x/3)?

Modo 2:
[X = 3sent= dx = 3costdt]

6cost §6cost _ (6bcost

3 = t=
J\/Q X2 o= Jw/9 (33ent cost Jw/9(1 senzt) J9cost 3cost

[X = 3sent= sent = x/3= t = arcsen x/3 ]

dt=§2dt=2t+C

Sol: 2arcsen x/3 + C
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INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

j sen'x.cos” xdx

m impar= Cambio sen x =t
n impar = Cambio cos x =t
m y n pares> Cambio tag x =t

1
[1+tagd X = co2 x = COS X =142
1 t?
seffx=1-c08x=1-71712= 14¢°

dt
(1+tagx) dx = dt=dx =752 ]

Nota: Casos particularei.senz)(dx 0 I cos’xdx
Recordar las férmulas trigonométricas

1-cos2x 1+ cos2x
serf x = 5 COx = >
[1]
Iser?xdx = J'de = .[ldx —IECOSZXdX = 1x —EEJ'Zcostdx =
2 2 2 2 22

1x—lseriZX +C
2 4

2] j cos' x.serxdx =

dt
[cos x =t= -sen x dXx = dt> dX = _ggp, |
I cos' x.serfxdx =J' cos® xserfx— It =_ I t* serf xdx = - j t*(L- cos’ x)dx =
—sen
5 7
- [t @-t*)de=[-t* o= L4 Ly oo SOSX  COS X o
5 7 5 7

[3] jcoéxdx:
d
=
COsX
.[COSF’ XdXZJ.cos5 x.% :J.cos4 xdx :J.(cos2 x)?dx :I(l—serfx)zdx:j(l—tz)zdt:

[senx =t= cos x..dx = dt= dx =

3 5

y(l 2t2 +t*)dt =t 2t_+t_+ C = senx 2.serrx N serrx
B 3 5 - 3 5

+C

[4] I serfx.cos xdx
t? dt
coSx=7,¢2, seix=7,¢2 ,dx=75¢7]
I t> 1 dt :I t?
1+t21+t2 1+t2 4 @+t?)°

[tag X = t=

dt (Integral racional)
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INTEGRALES RACIONALES I%dx
X

R(x)
Q(x)

Caso I: Grado de P(x)= Grado Q(x) = Hacer la divisién=> jC(x) + dx

Y grado de R(x) < grad(x)Q
Caso II: Grado de P(x) < Grado Q(x)= Factorizar el denominador: Q(x)
Caso II.1: Todas las raices de Q(x) son reales y sim{@ézg) = (x-a).(x-b).(x-c)

Iﬂdxﬂ-( ALBLEC jdx
Q(x) X—-a X-b x-c

Los numeros A, B y C se hallan reduciendo a congimoohinador e igualando los
numeradores.

Modo 1: Igualando los coeficientes del mismo grado.

Modo 2: Dando valores a la “x” (a,b,c) y resolviera sistema.

Solucion: Logaritmos

Caso I1.2: Todas las raices de Q(x) son reales, pero algunsimpleQ(x)=(x-a).(x-b}
'[ P(x) dx :J- A + B + C + D
Q(x) x-a x-b (x-b)® (x-b)®

Los numeros A, B y C se hallan reduciendo a congimoohinador e igualando los
numeradores.

Modo 1: Igualando los coeficientes del mismo grado.

Modo 2: Dando valores a la “x” (a,b,cualquier otyaksolviendo el sistema.

Solucion: Logaritmos y Potencias

Caso 11.3: Alguna raiz de Q(x) no reaQ(x) = (x-a).(X+1)

J' P(X) — J‘( BX +dex (En el numerador un polinomio de un grado menos
Q(x) X — a x?+1

que en el denominador)

Los numeros A, B y C se hallan reduciendo a conginochinador e igualando los
numeradores.

Modo 1: Igualando los coeficientes del mismo grado.

Modo 2: Dando valores a la “x” (a, cualquier otyaesolviendo el sistema.
Solucion: Logaritmos y arcotangentes.

Ejemplos:
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[1]
1
2 _ - 2
.[BX 7X+4|X:J-§X_5+ 4 dx_3X _§X+1-1J- 2
2x -3 4 272x-3

4 2x-3 22 4

2
3L—§x+éln|2x—3|+c
4 4 8
3 2 _ 2 _ -
[Z]IX +?x 10X+7dX:j1+4X3 3x +13 dx = x + j4x 3X+13d
X>=7X—6 X>—=7X—6 X>=7X—6

Factorizamos el denominador x 7x — 6 = (x+1).(x-3).(x+2)

4x* -3x+13_ A .. B ., C_

x}]-7x-6 Xx+1 x-3 X+2

A(X=3).(x+2)+B(x+1).(x+2) +C(x +1).(x =3)
x®-7x-6

4x% — 3x + 13 =A(x = 3).(x +2) + B(x +1).(x + 2) + C(x +1).(x - 3)
Modo 1: igualando coeficientes
4x* — 3x + 13 = A(X — X —6) + B(X + 3x + 2) + C(X — 2x —=3)

4=A+B+C
-3=-A + 3B -2C = Resolviendo el sistema (Gauss)A= ;B=
13=-6A+2B -3C

Modo 2: dado valores a “x”
4x% — 3x + 13 =A(x = 3).(x +2) + B(x +1).(x + 2) + C(x +1).(x - 3)

x=3 =36-9+13=B.4.5 B=40/20=2
X=-2 =16+6+13=C.(-1).(-5» C=35/5=7
x=-1= 4+3+13=A(-4).1>A=20/-4=-5

+J» 4x* —3x+13 dx =
x®-7x-6
-5 2 7
+

+ dx=x-5Ln|x+1|+2Ln|x-3|+7Ln|x+2|+C

X+1 x-3 x+2
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5 _—9u4 _£y3 2 _
[3]I6X X" =5x° + X 5X+2dx

x® = 2x° +2x3 - x?

Q(X) = ¥.(x-1)>.(x+1)

A B C D E F
= [Z+—=+ + + + X
X x* x-1 (x-1)% (x-1°® x+1

Operando obtenemos: A=1,B=-2,C=5D=28,F=0

2 4
I— —2 3 dx
X = 1 (x-1? (x -1

j;dx—zjx-zdx+5j—_dx+2j(x —1)-2dx—4j(x -1 2dx =

N (x - 1) _a(x=D”

=Ln |x| - 2—+5In|x 1| +2. +C=
-1 -2

:Ln|x|+g+5.ln|x—1|— 2 + 2 +C
X

<1 (-

2X + 3 2X 3
4 X = dx + dx = Ln | x? +1| +3arctagx+ C
41 [ i e X% +1] g

2X+3 2X+1+2 2x+1
5 dx=[Z—Zdx= [ dx+2[— = dx=Ln)¥ +x + 1| +
[]Ix +x+1 Ix2+x+1 Ix2+x+1 J‘x2+x+1 | |
Z.I;zdx:Ln|x2+x+1|+2.lj+dx:Ln|x2+x+1|+
1\ 3 3 1\ 3
X+=] +2 X += S
2) 4 4 2) a4
N = 4 a
S
4 4
2
_J- dX:Ln|X2+X+1|+§ﬁdeX:
(2x+1j 1 32 (2x+1] 1
N N
Lnpé + x + 1 +£arcta{2x +1j+C
3 J3
2(3
3x-1 3¢12 2X — 2/3 3:2x+1-1-2/3
6] [ ——dx=" 3— _—j =—j dx =
XZ+x+1 29 x?+x+1 X% +x+1 X2 +x+1
—j 2x+1 dx — §§ Z;dx——Ln‘x +x+j j—dx=
XZ+x+1 2 3'xX“+x+1 X +x+1

_Ln‘x + X +]~—_iarcta ﬂ' +C:_Ln‘X2+X+1~_%arcta 2x +1 +C
NE 2 3 NE



