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TEMAS —VECTORES EN EL ESPACIO

5.1 - LOS VECTORES Y SUS OPERACIONES

DEFINICION
Un vector es un segmento orientado. Un vecks queda determinado por dos puntmsgen A 'y
extremo B.

Elementos de un vectar

* Moddulo de un vector es la distancia entre A y B y segiespor el vector entre barrasAH |
» Direccién del vector es la direccidn de la recta en la guensuentra el vector y la de todas las
rectas paralelas a ella.

e Sentidosivade AaBodeBaA.

Igualdad de vectores:Dos vectores son iguales si tienen el mismo modiiteccion y sentido (no
necesariamente el mismo origen y el mismo extrefmjos ellos se llaman representantes de un
anico vector. Llamaremos representante canénicuel aector que tiene por origen el punto O.

- - - - -

Notacidn: Los vectores se representan con una flechita endewna letrau, v, w, X, y, z,....
0 bien mediante uno de sus representantes, eschibieu origen y su extremo con una flecha

encimaA?B , I\/TN -

PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN NUMERO
El producto de un nimero#O0 por un vecton es otro vectokv gue tiene:

e Mddulo: igual al producto del modulo de por el valor absoluto de kk:” = |k|.M|

» Direccién: la misma que la de
e Sentido:

. Eldev sik>0

- El del opuesto de sik<0

El producto 0.v es igual avector cera 0. Es un vector cuyo origen y extremo coincidepor,
tanto, su mddulo es cero y carece de direccibnsedgdo.

El vector 1V se designa por;— y se llamaopuestode v
VECTORES UNITARIOS

Los vectores de modulo 1 se llamaattores unitarios.
1- . ) . ., . ) -
El vector—— v es un vector unitario de la misma direccion y simo sentido que .
[V

-1- o ) . L, .
El vector— Vv es un vector unitario de la misma direccion qugpero con sentido opuesto.
[ V]
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SUMA DE DOS VECTORES

Dados dos vectores y v para sumarlos graficamente hay dos posibilidades:

» Se sitla el origen del segundo vector sobre etmdrdel primero y el vector suma es el vector
gue une el origen del primero con el extremo dglisdo.

» Se situan los dos vectores con origen comun. $eafet paralelogramo que tiene por lados los
dos vectores y la diagonal que parte del origelogldos vectores es el vector suma.

RESTA DE DOS VECTORES

Restar dos vectores es o mismo que sumar al priewtor el opuesto del segundo:
u—-v=u+(-v)

PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES

« Suma de vectores:

- Asociativa: u+tv)+w=u +(v+w)
- Conmutativa: u+vs=yv-+u
- Vector nulo: O+v=v+0=v

* Producto de numeros por vectores

- Asociativa: a.(b.:/) = (a.b).(/
- Distributival:  (a+b)v =av +bv
- Distributivall:  a.(u +v)=au +av

- Productoporl: 1lv =v
Todas estas propiedades le confieren al conjuntosdesctores la estructura egpacio vectorial.

5.2 — EXPRESION ANALITICA DE UN VECTOR

COMBINACION LINEAL DE VECTORES

- - -

Dados varios vectores, y, z, ..., W, y varios numeros a, b,c,...m, el vector & by + cz +

v m\7v se llamacombinacioén linealde los vectores.
DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Varios vectores se llamamealmente dependientessi alguno de ellos se puede poner como
combinacion lineal de los demas. Cuando no es@adiamariinealmente independientes.

Ejemplos:
- Dos vectores alineados son linealmente dependientes
- Dos vectores no alineados son linealmente indepetefi
- Tres vectores coplanarios (estan en el mismo pkmmw)inealmente dependientes.
- Tres vectores no coplanarios son linealmente inu#petes.
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BASE

N

Tres vectores no coplanarios, y, zson linealmente independientes y, ademas cualqgiier
vector del espacio se puede poner como combindiciéal de ellos de ellos de forma Unica. Por

eso decimos que forman ubase B = {;< : §/ : E}

Tres vectores no coplanarios cualesquiera formarbase del espacio vectorial tridimensional.

Si los tres vectores son perpendiculares enteegiice que forman urmse ortogonal.Si ademas
de ser perpendiculares tienen modulo uno, se diedatpaseesortonormal .

COORDENADAS DE UN VECTOR RESPECTO DE UNA BASE

Dada una base B(, y, z), cualquier vector,v, se puede poner de forma Unica como una

combinacion lineal de sus elementes= ax + by +cz

A los nimeros a, b, ¢ se les llas@ordenadas dev respecto de B

Y se expresa asit = (a,b,c) 6v (a,b,c)

OPERACIONES CON COORDENADAS
Seau (Up,Up,U3) Y v (V1,V2,V3)

Suma de dos vectoresias coordenadas del vectar + vse obtienen sumando las

coordenadas da con las dev :

u + v = (U,Up,Us) + (V1,V2,V3) = (L + Vi,Up + Vo,Us + V)

e Resta de dos vectorestas coordenadas del vectar - vse obtienen restando a las

coordenadas da las dev:

u -V = (u,Uz,Ug) - (V1,V2,V3) = (Ug - Va,Up - Vo,Us - V3)

* Producto de un vector por un numero:Las coordenadas del vectoukse obtienen
multiplicando por k las coordenadas de

KU = K.(U,Up,Us) = (Kuy,KUp,KUs)

« Combinacién lineal de vectores:

au +bv = a(u,Us,Us) + b(vi,Vo,Us) = (Al + bva,aty + bs,aus + bvs)
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5.3 - PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES

DEFINICION
El producto escalar de dos vectoresy v es unnumero que resulta de multiplicar el médulo de
cada uno de los vectores por el coseno del &ngidagman y se designa par.v :

u.v =|ul.lv|.cosu,v)

[ul y [v]son niameros positivos. Por tanto,.v es un namero positivo o negativo segun el

angulo que formam conv :

n

 Si(u,v)esagudo, cosuVv)>0= u.ves positivo.

A A

e Si (EI,(/) es obtuso, coij((/) <0= u.ves negativo.
PROPIEDAD FUNDAMENTAL
El producto escalar de dos vectores no nulos esstgrsélo si son perpendiculares:
Es decir: siu# 0 y (/#6; Uv=0eulv
APLICACIONES
Médulo de un vector|u | = m (puesi.u = |u|.Jul.cos,u) = [u B.cos(0°) = i )

->

Angulo de dos vectoregos(u ,v) = (despejando el coseno de la expresion del prodisctalar)

-

[ul.[v]

. - N - u.v-

Vector proyeccionde u sobrev: u’'=—v
%
u.v _ u.v

u” =|ul.cos@,v)=|ul|— =

-

[ul.]v]

es la longitud del segmento proyeccion, con sigmo—

-

Vi

segun que el angulo sea agudo u obtuso. Si esteradm multiplicamos por el vector unitario
1- _ .

—-V, se obtiene el vector proyeccion.

|V

OPERACIONES. PROPIEDADES

> o

* Propiedad conmutatival.v = v.

cl c

* Propiedad asociativa:af(ﬁ)z( ).:/

* Propiedad distributivau .(v+ w)=u.v + u.w
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EXPRESION ANALITICA

Si las coordenadas de los vectoresy v respecto a una base ortonormal son(u,,Us) y vV
(v1,V2,v3), entonces el producto escalarv adopta la siguiente expresion:

- -

U.V = UW.Vy+ Vo + Ug.Va

Dem:u.v=(uix +Uzy +uU3z).(\iX +Voy +V3Z)=UVi. X. X+ UVo. X.yY +UV3. X.Z +

UW.Vi. Y. X T UVo. V.Y Tt UV3. V.Z +tU3 V1. Z. X tUsVo. Z.Y t U3 V3. Z.Z =
Ui.Vi + Ua.Vo + U3 \3

5.4 — APLICACIONES DEL PRODUCTO ESCALAR

PRODUCTO ESCALAR

Expresion vectorialu .v = |a |.|:/ |. cos (D ,:/)
Expresion analitica:u .v = .V + Vo + V3
MODULO DE UN VECTOR

Expresion vectorial :(,H = \/(/:/

Expresion analitica V|| = |V +V; + V3

COSENO DEL ANGULO DE DOS VECTORES

> -

u.v

Expresion vectorial : cosu(,v) = —

lul.]v]
UV, +U,.v, +U,.V,

Expresion analitica : cosu(,v) =

2 2 3 2 2 3
\/ul +u; +u3.\/v1 +V3 +V;

PROYECCION DE UN VECTOR u SOBRE OTRO v

> -

u.v -
\'

Expresion vectorialu’ = —
2

[v]

u,.v, +U,.V, +U,.V,

2 2 3
VitV +v;

Expresion analiticau ’ = (V,,V,,V3)
CRITERIO DE PERPENDICULARIDAD :u 0Ov

Expresion vectorialu.v =0
Expresion analitica:jw; + W.V2 + Us.V3 = 0
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5.5 - PRODUCTO VECTORIAL

DEFINICION

El producto vectorial de dos vectoresy y v, e€s un nuevo vectou X v, que se define del
siguiente modo:

—

e Siuy v son linealmente independientés,x v es un vector con las siguientes caracteristicas:
_ Médulo: [u X V| = [u]v].sen, V)
- Direccién: perpendiculara y av
- Sentido Si EJ ,:/) < 180°, hacia arriba

Si (G ,(/) > 180°, hacia abajo
Tomando el angulo en sentido positiva, es decimfrado al movimiento de las agujas
del reloj.

 Si u y v son linealmente dependientes, es decir, si algienellos es 0 o si tienen la misma

direccién, entoncesus xv =0

PROPIEDADES

-

* No es conmutativou Xv =-Vv X U

e uUXxu=0

. Enunabaseortonormalé(],f():?x]:_I;,]x_I;:T,_kxT:]
« (@u)xv=a(u xv)=u x (av)
. Noesasociativo:f(x(/)x;via x(:/x;v)
e UX(VHW)=(UXV)+(UXW)
EXPRESION ANALITICA
i ] k u, u u, u u, u u, u U, U, |u, u
uxv=luou, ug =% Clie| o St k= Gl LT )
vV, V, vi v, vV, V, V, Vg (VI vyl|v; Vv,

Vl V2 V3
INTERPRETACION GEOMETRICA

El médulo del producto vectoriau| x v| es igual al area del paralelogramo definido lpsr

vectoresu y V. A=|u x V|

o uxv
El area de un triangulo de ladasy v : A= > u?
APLICACION:

Para obtener un vector perpendicular a otros dog,v , no alineados, hallaremas x v
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5.7 — PRODUCTO MIXTO DE TRES VECTORES

DEFINICION

-

Se llamgoroducto mixto de los vectores!, v y w y se designa ponf,v,w]=u.(v X w)
(El resultado es un numero)

EXPRESION ANALITICA
u, u, u,

[u,v,\7v]: V, V, V,
Wl W2 W3
INTERPRETACION GEOMETRICA

El médulo del producto mixto es el volumen del pEepipedo de lados los vectoras v, w.

V=[u,v,w] @

o [ Uv,wW ]
El volumen de un tetraedro de ladaes v, w es: V = Tus
58 - APLICACIONES DE LOS VECTORES A PROBLEMAS

GEOMETRICOS

COORDENADAS DEL VECTOR QUE UNE DOS PUNTOS

Las coordenadas del vectB se obtienen restandole a las coordenadas delhexiB:las del

origen A: AB = (X2,¥2,22) — (X1,Y1,21) = (X2-X1,Y2-Y1,Z2-21)

CONDICION PARA QUE TRES PUNTOS ESTEN ALINEADOS

Los puntos A(XY1,21), B(X2,¥2,22), C(Xs,Y3,Z3) estan alineados siempre que los vectodds y
BC tengan la misma direccion. Esto ocurre cuand@sosgienadas son proporcionales:

Xy =Xy — Yo~ Ya — Z, "4

X3=Xy, Y37 Y, 2377,

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

Las coordenadas del punto medio, M, de un segniengxtremos A(XYy1,21), B(X2,Y2,22) son:
M (X1+X2 Yity, Z; +sz

2 2 2

SIMETRICO DE UN PUNTO RESPECTO DE OTRO

Para calcular el simétrico A’ del punto A resped#b punto B, solo hay que tener en cuenta que el
punto B es el punto medio entre Ay A'.



