Tema 6 — Rectas y planos en el espacio- Matematicas Il — 2° Bachillerato

TEMAG6Y 7-RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

ECUACIONES DE LA RECTA

Para hallar la ecuacion de una recta en el espacio necesito:
* Dos puntos
* Un punto y su vector director

Nota: Nosotros utilizaremos siempre un puntosd6o) y un vectorv = (a,b,c).
Si me dan dos puntos A{Xo,20), B(X1,Y1,21) = Tomaremos uno de los mismos 4{%,2,) y como

vectorv = AB = (Xi- Xo, Y1 — Yo, Z1 — %)

Ecuacion vectorial: (x,y,2) = (%,Y0,20) + k.(a,b,c) kOR

X=X, t+ka
Ecuaciones paramétricas y =y, + kb OkOR
z=12z,+kc
y: . X=X - Z—7
Ecuacion continua: o =Y Yo _ 0
a b o

A x+ By+Cz+D, =0

Ecuacion implicita (como interseccion de dos planosy:
A,x+ B,y+C,z+D, =0

Ejemplo 1 : Halla las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos P(1,0,-1) y Q(2,1-3)

Vector:P@ @ B (2% 3- (10- D= (11-2)
Ecuacion vectorial: (x,y,z) = (1,0,-1) +(4,1,-2) OAOR
X=1+A
Ecuaciones parametricasy = A OAOR
z=-1-2A

{ Punto: P(L0,-1)
r:

Ecuacion continua:x—_:L =Y _ Z—+1
1 1 -2
x-1= X—-v=1

Ecuacion implicita: y - y
- 2X+2=1z+1 -2x-z=-1

Ejemplo 2: Hallar dos puntos y un vector de las siguientes rectas:

t 0= R(2,0,-1)
a) (x,y,z) = (2,0,-1) +t.(1,2,3) Puntos: Vector: (1,2,3)
= = B(3,2,2)
X=1+A
A= 0= R(1,0,3)
b) sy =-A Puntos: Vector (1,-1,-4)
A= 1 B(2,-1,-1)
z=3-4\
B R(-1,1,-2)
C) x+1 =Y 1 -z 2 Puntos 1 Vector (2,4,3)

2 4 3 x= 0= R(0.3,-)
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d) X+2y+z=3 1 2 13} (1 2 1| 3)_[x+2y+z=3
2X-y+3z=4 2 -1 3|4 0 -51|-2 —-5y+z=-2
y=a x=5-7a R (50-2)
Puntos
z=50-2 -y =a - B 213
X=3- 20+ 2-50 z=50-2 Vector: 7.15)
]k
Nota: Otra forma de hallar el vec 2 1= (7-1-5

-1 3

ECUACIONES DE UN PLANO

Para hallar la ecuacion de un plano en el espacio necesito:
* Tres puntos
* Un punto y dos vectores directores

Nota: Nosotros utilizaremos siempre un puntood6,) y dos vectoregl 1= (a,b,¢), :/2 = (a,h,,0,)
Si me dan tres puntos Afo,2), B(X1,Y1,21), C(X,Y2,22) = Tomaremos uno de los mismos 4x,2o)

y COMo vectores/ 1 = AB = (X Xo, Y1 — Yo, 21 — %)
V2= AC = (X Xo, Yo — Yo, 2 — %)

Ecuacion vectorial: (x,y,z) = (%,Yo0,20) + S.(a,b1,c1) + t. (&,b1,¢1) Os,t OR
X= %+ sa +1a,
Ecuaciones paramétricas: y= Y, + sbh, +tb, OstOR
Z= Z,+ scC, +1c,
Ecuacién implicita o general: Ax+By+Cz+D=0=
X=Xy Y=Y 272,
a b, Cc, |[=0 > Ax+By+Cz+D=0
% b, ¢
Vector normal =n = (AB,C) = v 1X (/2 (Es perpendicular a los dos vectores directores)

Nota: Si conocemos el vector normal y un punto podemos hallar directamente la ecuacion general del
plano. Del vector normal conocemos A, By C ; y si sustituimos el punto hallamos D.

Ejemplo 3: Hallar las ecuaciones del plano que pasa por los puntos A(0,1,-1), B(2,3,-5), C(1,4,3)
Punto: A(0L-1)

v, = AB= (22-4)

—_—

T
Vectores {

v, = AC= (134)
Ecuacion vectorial(x,y,z) = (0,1,-1) + s.(2,2,-4) +t.(1,3,4) <Si0OR
X=X+t
Ecuaciones paramétricas y= 1+ 5+ 3t Os,t0OR
z=-1- 45+ 4t

Ecuacion implicita o generahdx + By + Cz+ D =0
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X y-1 z+
2 2 -4/=0 = 20x—12(y-1)+4(z+1) = 0 =5x-3y+z+4=0
1 3 4

Ejemplo 4: Hallar dos punto, dos vectores y el vector normal
R(1,2,3)

A= O1= 1- B (226)
v, (456)

Vectores: V; 103)

=y xy = (15-6-5)

a) (x,y,z) = (1,2,3) A(4,5,6) #1(1,0,3) Puntos{

x=1+2\ +1 v (22-1)
b) {y=2\- Puntos: ?(1.0.3) Vectores:| v, (1-10)
ymo o = = 1 R(2-13) 2

z=3-A n= v xy, = 1-1-4)
Ox+2y—z=4 z=x+2y-4  Puntos: P(0,0,-4), Q(1,1,-1), R(1,0,-3)1,2-1)
v = PG (113

—

Vectores:{ .
y = PR= (10))

Ejemplo 5 : Hallar la ecuacion del plano, cuyo vector normal es (1,2,3) y pasa por el punto (2,0,4)
x+ 2y+ 3z+ D=0
= xt+ 2y+ 3z-14=0
2 20 3.4 D=0= D=-14

EJERCICIOS REPASO RECTAS Y PLANOS

Ejercicio 6 : Halla las ecuaciones paramétricas de los ejes de coordenadas

| P(000) [ Pto:R(000) X=A
Eje OX = - =:y=0 [0OAOR

R (L00) Vector:PR = 100) |, _,

x=0

_ P (000) Pto:R (0,0,0)

Eje OY = - =<y=A [OAOR

R (010) Vector:PR = (010) |, _,

) x=0
Eje OZ = — =4y=0 [OAOR

R OO0 | Vector:PR = (001) | _,
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Ejercicio 7 : Escribe todas las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(-3,2,1) y
B __5§ 0

2 2

Punto: AE32)

Vector: AB :(—gﬂ%g— 2,0—1] =(1 1 g I (L-1,-2)

2" 2"

Ecuacion vectorial: (x,y,z) =(-3,2,1) +4,-1,-2) [DAOR

X=-3+A
Ecuaciones parametricasy =2-A [UOAOR

z=1-2A
Ecuacion continua:x+ 3 =Y 2 = 21

-1 -2
= X=3=y-2 X+y=-1
Ecuacion implicita: -
- 2x+-6=2z-1 2X+z=-5

Ejercicio 8 : Comprueba si existe alguna recta que pase por los puntos P(3,1,0),Q(0,-5,1), R(6,-5,1)

Método: Hallamos la recta que pasa por P y Q, y comprobamos si R pertenece a la recta.

Punto: P(31,0) x-3_y-1_z
== =
-3 -6 1

Recta que pasa por Py —
Vector:PQ= 3-6]1)
-5-1
-6
No existe ninguna recta que pase por los puntos P, Q y R a la vez.

Comprobamos si el punto R la cumpl%% = = :_1L = —-1=1=1= Falso.

Ejercicio 9 : Halla todas las ecuaciones de la recta que pasa por el punto A(-4,2,5) y es paralela al
eje OZ.

Punto: A 4,25)

: R(000) -
VectorejeOZ = v(00))
B (001
Ecuacion vectorial: (x,y,2) = (-4,2,5) +(®,0,1) OAOR
X=-4
Ecuaciones parametricasy = 2 OAOR
z=5+A
Ecuacion continua:x+ 4_y- 2 =279
0 1
o, . ... |x+4=0
Ecuacion implicita:
y—-2=0
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Ejercicio 10 : Escribe todas las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1,-3,0) y paralela al
vector uxvsiendou(t 1,2),v(2,0,0)

Punto: A(1,-30)
i ] K
Vectoruxv=[1 -1 2= (042|021
2 0 0

Ecuacion vectorial: (x,y,z) = (1,-3,0) +(®,2,1) OAOR
x=1

Ecuaciones parametricasy =-3+2\ [AOR
Z=A

., ) x-1 +3 z
Ecuacion contlnua:T —yro_z

| 2X
Ecuacion implicita:
y+

Ejercicio 11:
x-y=0
a) Halla el vector director de la recta determinada por los plano{ N Y 5
y+z=

Modo 1: Pasando a paramétricas: y,x& 0, z =2 - 0= v(1,1,-1)

> —

I T
Modo 2: Perpendicular a los vectores normales de los dos ptanesl 0 = 1-11)
0 1 1
Nota: Son paralelos, vale cualquiera de los dos.
b) Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta anterior
X=a
Modo 1: Directamente> Ecuaciones parametricasy = o UaUR
z=2-ad
_ X=-d
Punto:Dadan valorporejemplax,x 0,y=0,z=2
Modo 2: - y=-a Ua R
Vector: v 1-11) s=240q
. X _y+1 , . .,
Ejercicio 12 : Dada la rectaz ==—— =7, exprésala como interseccion de dos planos.

-X= 2y+1: X+2y=-1
X=2z X—-22=0
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Ejercicio 13 : Halla todas las ecuaciones de los siguientes planos:
a) Determinado por el punto A(1,-3,2) y por los vectoregu(Z,l,O)R/(— 10,3)
Ecuacion vectorial(x,y,z) = (1,-3,2) + s.(2,1,0) +t.(-1,0,3) <Sit0OR
X=1+ Xx-t
Ecuaciones paramétricasy=—-3+s Os,tOR
z=2+3t
Ecuacion implicita o generahdx + By + Cz+ D =0
Xx-1 y+3 z-2
2 1 0 |=0 = 3(x—-1)-6(y+3)+(z—2)=0=3x—-6y+z-23=0
-1 0 3

b) Pasa por el punto P(2,-3,1) y cuyo vector normal es (5,-3,-4)

5x-3y-4z+ D=0
= 5x- 3y- 4z-15=0
5.2-3.(-3)-4.% D=0= D=-15

: X _y+1 z
c) Perpendicular a la rectaE =—1 =§ y que pasa por el punto (1,0,1)
Punto:P. = (101)
T . . = 2x ¥ 3 O & & 3 D= 0= D=-52 2x— y+ Z-5=0
=V =(2-13

Ejercicio 14 : Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de los planos OXY, OYZy OXZ

PuntoP(0,0,0)
oxy! PuntogP (000),P (L00).R (010) Vedore{@ = (100)
PR = (010)
X=8
Ecuaciones paramétricasy =t Ost0OR
z=0
Xy z
Ecuacién implicita o genetadx + By +Cz+D=0=/1 O =0 = z=0
01
x=0
Analogamente: OYZ3 y=s Us,t UR, x=0
z=t
X=S
OXzZ:3y=0 Us,t UR, y=0
z=t
Ejercicio 15 : Escribe las ecuaciones paramétricas de los planos
a)z=3 b)x=-1 cy=2
X=S x=-1 X=5s
a)qy=t Os,tOR, b)sy=s Os,tOR, c)qy=2 Os,tOR,

z=3 z=t z=t
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Ejercicio 16:
a) ¢ Cual es el vector normal del plano x =-1? (1,0,0)
b) Escribe las ecuaciones de una recta perpendicular al plano que pase por A(2,3,0)

{ Punto: A(2,30)
rr:

Vector:vr = E = (1,00)
Ecuacion vectorial: (x,y,z) = (2,3,0) +(4,0,0) OADOR

X=2+A
Ecuaciones parametricasy = 3 OANOR
z=0
L, . X-2_y-3_z
Ecuacion continua: ===
0 0
-3=0

Ecuacion implicita:{

POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS

POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

Coincidentes Paralelas Secantes Se cruzan

Método: Escribimos las ecuaciones paramétricas de cada una de ellas (con distinto parametro), las
igualamos y resolvemos el sistema:

» Sistema compatible determinadoExiste una Unica solucion Se cortan en un punto =
Secantes.
» Sistema compatible indeterminadoExisten infinitas soluciones =Se cortan en infinitos
puntos =Coincidentes.
» Sistema incompatible> No existe solucion =MNo se cortan =Paralelas o se cruzan.
o Hallar el vector director de cada una
o Sison paralelos (proporcionales) las rectas son paralelas
o Sino son paralelos, las rectas se cruzan.

POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS

Coincidentes Paralelos Secantes
Método: Escribimos las ecuaciones generales de cada uno de ellos y resolvemos el sistema:

» Sistema compatible determinadoNos puede ser
» Sistema compatible indeterminadoExisten infinitas soluciones =Se cortan en infinitos
puntos =Se cortan en un plano o en una recta
o Sihay un grado de libertad &n vector =Se cortan en una recta Secantes
o Sihay dos grados de libertad Bps vectores =5e cortan en un plare Coincidentes
» Sistema incompatible> No existe solucion =No se cortan =Paralelos.
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POSICION RELATIVA ENTRE RECTA Y PLANO

Recta Contenida en el plano Secantes Paralelos

Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta y la general del plano y resolvemos el sistema:
» Sistema compatible determinadoExiste una Unica solucion Se cortan en un punto =
Secantes.
» Sistema compatible indeterminadoExisten infinitas soluciones =Se cortan en infinitos
puntos =Recta contenida en el plano.
» Sistema incompatible> No existe solucion =MNo se cortan =Paralelos.

POSICION RELATIVA DE TRES PLANOS

Coincidentes Dos coincidente y Dos coincidentes y Paralelos Paralelos
el otro secante el otro paralelo

Dos paralelos Secantes en una recta Secantes en un punto Secantes2 a2

Y el otro secante en una recta

Escribimos las ecuaciones de los tres planos en forma general y resolvemos el sistema:
» Sistema compatible determinadoExiste una Unica solucién Se cortan en un punto
» Sistema compatible indeterminado:

o Un grado de libertad: Se cortan en una recta
»= Dos planos coincidentes y el otro secante
= Los tres se cortan en una recta
o Dos grados de libertad: Se cortan en un planGeaificidentes
» Sistema incompatible> No existe solucion
o Dos coincidentes y el otro paralelo
o Tres paralelos
o Dos paralelos y el otro los corta
0 Se cortan dos a dos en una recta
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Ejemplo 17: Estudiar la posicion relativa de las siguientes rectas:

X =-5a x=2-3a
ar:iy=2+a s:<y=3-5a Vectores directores no paralelos, se Cruzan o sancor
z=5-aqa z=a
- =2-33 -5 3| 2 1 5|1 151
Resolvemos el sistem@2+a=3-53-| 1 5| 1 |=|-1 -1|-5|=..=|0 4|-4
5-a =0 -1 -1|-5 -5 3] 2 0 0] 35
Rango A = 2, RangoA’= 3 =Sistema incompatible o existe soluciér> Se cruzan.
x=3-5a
b)yr:sy=2+a S: Xl;ol = 4;2)/ =§ Vectores directores paralelos (paralelas o
z=5-0d

coincidentes), tomamos un punto de r, (3,2,5) y comprobamos si curég_olés; % =§ No lo

cumple, por tanto , paralelas.

x=2-3t
c)r:qy=3+5t s: (x,y,z) = (1,0,5) A(-1,2,0) Vectores no paralelos, se Cruzan o se cortan
z=t
2-3t=1-A
Resolvemos el sistema@3+5t =2\ -
t=5 t 5 A= 14, 2 15 - 14- Cierto

Sistema compatible determinaeg Existe una Unica solucién, se cortan en un punto

Hallar el punto de corte, como t =5 P(-13,28,5)

X=2+A
dr:qy=3-A S: x—13 =Y I 2 = 2_22 Vectores directores paralelos (paralelas o
z=2A\

3=2+A A=1
coincidentes) Cogemos un punto de s(3,2,2) y comprobamos si cuniple3=A — <A =1 Si, por
2=2A A=1
tanto coincidentes.

Ejemplo 18: Estudiar la posicion relativa de los siguientes planos.
) x= 3y+ 4z-11=0 b) x= 3y+ 4z-11=0 0 x= 3y+ 4z-11=0
A 12y+ 162+ 40=0 2x— 5y+z+3=0 2x— 6y+ 8z—22=0
Dos modos: O resolviendo el sistema o comparando sus vectores normales
1_ -3 _4_ -1 e
a) - =——=—=——= La Ultima igualdad no se cumple, paralelos
4 -12 1€ 40
1 -3_4_ -11
b) > = = = 1 = ?: Vectores normales no paralelos, se cortan en ata re
Si nos piden la recta, resolvemos el sistema y obtenemos la recta en paramétricas.
C) 1_-3_4_-11 = Se cumplen todas, coincidentes.
2 -6 8 -22
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Ejemplo 19 Estudiar la posicién relativa entre la recta y el plano:
X==2t+3
a) Tt X — 3y+5z+11=0 r<y=1-t
z=4+6t
a) Sustituimos las ecuaciones de la recta en laiguedel plano:
2t+3-3(1-t)+5.(4+61)+11 =08 -2t+3-3+3t+20+30t+11=031t+31=0=>t=-1
Sistema compatible determinado. Existe una solucién. Se cortan en un punto.
Si nos piden el punto de corte, sustituimos en las ecuaciones de la recta: P(5,2,-2)
- +
b)x_2=M=z -y+2z-1=0
3 4
b) Pasamos la recta a paramétricas y sustituimos en la ecuacion del plano

-(2t-1) + 2t -1 = 0= 0 = 0 = Sistema compatible indeterminado, existen infins@asiciones =
Recta contenida en el plano.

Xx=4t+1
C)qy=-t+2 X+2y—-2=0
z=2t

C) (4t +1) + 2(-t + 2) — 2t = 0 =5 = 0 = Sistema incompatible, no tiene soluciénParalelos

Ejemplo 20: Estudiar la posicidn relativa de estos tres planos:

X+ 2y-z-3=0
a)4 3y+ 2z-1=0
X+y+z-2=0

a) Resolvemos el sistema por Gauss y nos sale compatible determinado, existe una unica solucion
= Se cortan en un punto P(7/4,1/2,-1/4)
2x—y+z-3=0
b) { x-y+z-2=0
3Xx—-y+z-4=0
b) Resolvemos el sistema por Gauss y nos sale un sistema compatible indeterminado con un grado

de libertad, es decir, se cortan en una recta. Como los planos no son paralelos entre se cortan los tre
en una recta.

X=y+z-1=0
C)<3x+y—-2z=0
2x+ 2y—- 3z+4=0

c) Resolvemos el sistema por Gauss y nos sale sistema incompatible, no tiene solucion. Como
ninguno es paralelo entre si, se cortan dos a dos en una recta (Tienda de campafa)

X+y+z=a-1
d) { 2x+ y+az=a

Xx+ay+z=1
d) Como es un sistema con parametros con el mismo numero de ecuaciones que de incognitas,
11
hallamos el determinante2 1 a= & - 4+ 3 2= 0> a=la=2

1 a
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1110 1 1 110
CASOIl:Sia=12 1 1/1(=|0 -1 -1|1|>

1111 0 0 0]1
El primer y el tercer plano paralelos y el otros los corta en una recta.

RangoA=2 . .
= Sistemdncompatible

RangoA=3

1111 1 1 1)1 RangoA=2
CASOIl:Sia=22 1 2|2|=..=| 0 -1 0| 0|=4RangoA=2 = Sistema&Compatible
1 2 1|1 0O 0 0|0 N°ncog=3

indeterminado con un grado de libertad (ninguno paralelo) se cortan en una recta.

CASO llI: al R—{lZ}: |A|# 0 = Sistema compatible determinadoSe cortan en un punto.
Resolviendo (por Cramer o por Gauss) obtenemos el punto de corte en funcién de “a”.

REPASO DE RECTAS Y PLANOS Y POSICIONES RELATIVAS

Ejercicio 21 : Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas y halla el punto de corte,
cuando sea posible:

ayr x—1=y+2=z—1 S:x+2=y—3=z—2
3 2 4 -1 2 3
Vectores directores (3,2,4) y (-1,2,3) no paralelos, se cortan o se cruzan. Resolvemos el sistema:
+1=—P-2 (3 1 |-3 3 1| -3 3 1| -3
RangoA=2 .
-2=3+3 |2 -2| 5 |=|0 8|-21|=/0 8| -21 Sistema
RangoA=3

h+1=3+2 (4 -3| 1 0 13| -15 0 0| -153
incompatible, no existe solucién, se Cruzan.

b) r: x=1_y-1_,, g X=4_y-4_2°5

-1 2 4 1 2
Vectores directores (-1,2,1) (4,1,2) no paraleles;@tan o se cruzan. Resolvemos el sistema:

-a+1=43+4 (-1 -4|3 -1 -4|3 -1 -4|3) RangoA=2
2o +1=p+4 2 -1/3|=] 0 -9]/9|=| 0 -9|9| RangoA=2; Sistema
a+2=23+5 1 -2|3 0O -6|6 0O O |0) N°ncog=2
compatible determinado, existe una Unica solucién, se cortan en un punto.

-a—-43=3
® %= po3y
- % =9
x—2y-1=0
c)r:§=y—1=il S: Y
2 3 3y-z+1=0
ik
Vectores directores (2,1,3, -2 0= (213) Paralelos, Paralelos o coincidentes.
0O 3 -
Tomamos un punto de ¢(B,1,-1) y vemos si pertenece a%é; 1+_1_=0 No pertenece a s por

tanto no pueden ser coincidentes. Son paralelas.
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X = 3+4t
S::y=3+6t
z=4+8t
Vectores directores (2,3,4), (4,6,8) paralelos,taoto paralelas o coincidentes.
1=3+4t t=-1/2
Tomamos un punto de r;(,0,0) y comprobamos si pertenece a@= 3+6t =< t=-1/2 Si
0=4+8t t=-1/2
pertenece a s por tanto son coincidentes.

Ejercicio 22 : Obtén el valor de a para que las rectas r y s se corten y halla el punto de corte.

2x-1 _y+3 _ z-2
rx=y=z-a S: = =

3 -2 0
a= P+l
» | 2 X -B=1
Pasamos a paramétricas y resolvemos el sistema.—23 -3= o 3:> -B=7=
a =
a+a=2

B=-10=-la=3= P(-1.-1.2)

Ejercicio 23 : Halla los valores de m y n para que las rectas r y s sean paralelas:
X=5+4t

X -1 z+3
rrqy =3+t s:—=y—=—
m 3 n
Z=-t
) ) 4 1 -1 m=12
Los vectores directores proporcionales===—=
m 3 n n=-3

Ejercicio 24 : Calcula my n para que los planosa: mx +y—-3z-1=0 B:2x+ny—-z-3=0
sean paralelos. ¢ Pueden ser coincidentes?

1 _-3[n=1/3
Los vectores normales propormonales =—=—
2 n -1\m=6
6 1 - 3 -1 .
Para que sean coincidentes= —— =— # — NoO son coincidentes.
2 1/3 —1 -3

Ejercicio 25 : Escribe la ecuacion del plano que pasa por los puntos (0,0,0), (2,2,0) y (1,1,2)

Punto: A(0,00) x-0 y-0 z-
Plano: ‘AB= (2,20) 2 2 0 |=0 4x-4y=0=>x-y=0
Vectores
AC= (112) 1 1 2
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Ejercicio 26 : Determina la ecuacién del plano que contiene al punto P(2,1,2) y a la recta
x—p=Y¥~3_2z-4

-1 -3
P(2,1,2), R2,3,4), W(1,-1,-3)
Punto: P(212) x-2 y-1 z-2
Plano: PP= (022) 0 2 2 (=0 -4(x-2)+2(y-1)-2(z-2)=0
Vectores§_.
v=0-1-3 |1 -1 -3

AX+2y-22+10=0>-2x+y—-2z+5=0

X—22=5

son
x=-2y=11

Ejercicio 27 : Comprueba que las rectas r:)(%l =y=z-2 S: {

paralelas y halla la ecuacion del plano que las contiene.

[ T ¢
Vectores directores proporcionaleg2yl,1),«=|1 0 -2 =(-4,-2,-2)
1 -2 0
P(1,0,2), v(2,1,1), R(Por ejemploz=0, x =5,y =-3 (5,-3,0))
Punto:P (1,0,2) x-1 'y z-
v (211) 2 1 1[=0 (x-1)+8y-10z-2)=0
PR = (4-3-2) 4 -3 -2
X+8y—-10z+19=0

Plano:
Vectores

Ejercicio 28 : ¢ Son coplanarios los puntos A(1,0,0), B(0,1,0), C(2,1,0), D(-1,2,1)?

Con tres puntos A, B y C hallamos el plano que los contiene y comprobamosAi fidalno

Punto: A(L0,0) Xx=-1 vy Z
Plano: AB= 110) -1 1 0=0 -2z=0=z=0= D no cumple que z =0,
Vectores
AC= (110) 1 1

por tanto no son coplanarios.

Ejercicio 29 : Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,3,2) y B(-2,5,0) y es

x=3-t
paralelo alarectaqy =2+t
z=-2-3t
Punto: A(1,32) x-1 y-3 z-
Plano: AB= 32-2) -3 2 -2|=0=-4(x-1) -7(y-3)—(z-2) =0
Vectores
v, £11-3) -1 1 -3

AX—-T7y—2+27=0



Tema 6 — Rectas y planos en el espacio- Matematicas Il — 2° Bachillerato 14

X=2+3\
Ejercicio 30 : Halla la ecuacion del plano que contiene a larectagy=-1-A Yy es paralelo
zZ=A
a:s: x=3_y*l_z
5 2 -3
Punto:R (2-10) X—-2 y+1 z
Plano: v (311 3 -1 1|=0 (x-2)+14(y+1)+11z=0
Vectores
v, (52-3) 5 2 -
X+14y + 1172 +12=0
. - - +
Ejercicio 31 : Dado el planort 2x — 3y + z =0y la recta r:X1 ! =Y 12 = 22 l, halla la

ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plamo

Punto:P (1,2-1) x-1 y-2 z+

Plano: v, (1-12) 1 -1 2|=0 5x-1)+3.(y-2)-(z+1)=0
Vectores
n, (2-31) 2 -3 1
S5Xx+3y-z-12=0
. 3XxX-y+z=0
Ejercicio 32: Seala rectar: ) +320 yelplanoax—-y+4z-2=0
X— 2+ 3=

a) Calcula el valor de a para que r sea paralela al plano.
b) ¢ Existe algun valor de a para que r sea perpendicular al plano?

a) Vector director de la recta y vector normal del plano perpendicularmgs0)

=(1,5,2) v.nr=(1,5,2).(a,-1,4)=a-5+8=>0a=-3

b) Vector de la recta y vector normal del plano, paraIe-JFos.:i = % . No existe.
a

Xx—2z2+3=0
Ejercicio 33 : Dados la recta r:{ 4=0 y el planott x + 2y + 3z -1 =0, halla la
y-—z-4=
ecuacion de una recta s contenida en el plamoque pase por el punto P(2,1,-1) y sea
perpendicular ar.

Punto: P(21,-1)
" Coe -
I ] k
Recta s: 1 0 -2=(21)
Vector: vy = v, Xn, =V, = vxn =2 1 1= (@1-53
01 -1
1 2 3
n, = 1.23)

x-2 _ y-1_ z+1
1 -5 3
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Ejercicio 34 : Halla la ecuacion de una recta que cumpla las condiciones siguientes:
X+2z=5
y+3z=5
2) Pasa por el punto de interseccion de la recta s con el plamo
s x=1_y+3_1z+2
4 2 3

1) Es paralela a la recta de ecuaciones: r{

TTX-y+z=7

vriz=a,Xx=5-21,y=5-3a = v(-2,-3,1)

X=4t+1
Pisiqy=2t-3= 4 41 (2t 3 3t 2Fr » 5= = = 1= P(5-1)
z=3t—-2

Xx=-5_y+1 z-1
-2 -3 1

Ejercicio 35 : Escribe la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(1,-3,2) y B(0,1,1) y es

3x-2y+1=0
paralelo a la recta r:
2y+ 3z-3=0
Punto: A(1-32)
AB= (-14,-1) x-1 y+3 z-
Plano: i ]k -1 4 -1|=0
Vectores
v, =13 -2 0= 16 96)||c2-32 |[-2 -3 2
0 2 3

5x—-1)+4(y+3)+11(z-2)=5x +4y + 11z-15=0

Ejercicio 36 : Dados los planos mx + 2y —3z—-1=0 y 2x-4y + 6z + 5 =0, halla m para que
sean: a) Paralelos b) Perpendiculares

a) Proporcionales:m -2 ._"3 >m=-1
2 -4 6

b) Vectores normales perpendiculares: (m,2,-3).(2,-4,6)=2m -8 -18 =G> m = 13

Ejercicio 37 : Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1,2,3) y es perpendicular al
plano que pasa por el origen y por los puntos B(1,1,1) y C(1,2,1).

Punto: P(1,2,3)
Punto: O(0,00) Xy z
OBl = m:j1 1 1= 0=-x+ z=0:v 100
OC(121) 12

Recta:
Vector:v, =n_:TE
Vectores

x-1_ y-2 z-3
-1 0 1
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Xx+y-1=0
Ejercicio 38 : Escribe la ecuacion del plano que contiene a la recta {:2 Y +720 y es
X—Yy+2z=
1-x_y _ z+2
paraleloas:——=+-=——
- 3 -4
Punto: P,
Plano: Vv,
Vectores
v, (-23-4)
o P (L0-2)
Pasamos r a parametricas: gx=1-a,z=-2+2+a=30-2
v €113)
x-1 vy z+
Plano:| -1 1 3 (=0 -13(x-1)-10y—(z+2)=0=13x—-10y—-z+11=0
-2 3 -4

Ejercicio 39: Indica qué condiciones deben cumplir a, b, c y d, para que el plampax + by +
cz+d=0sea:

a) Paralelo al plano OXY b) Perpendicular al plano OXY

c) Paralelo al eje Z d) Perpendicular al eje X

e) No sea paralelo a ninguno de los ejes.

a_b_c
a —=—=—=a=0,b=0
) N[ Moy 0-0°1
b) nrnoxy =0 (a,b,c).(0,0,1))=8c¢c=0
C) Ny .vz=0 (a,b,c).(0,0,1)=8c=0

a_b_c

d —=—=—=b=0,c=0
) e || W 1 070

e) No es paralelo a ninguno de los ejes0ab+ 0, c#0





