Tema 7 — Rectas y planos en el espacio- Matematicas Il — 2° Bachillerato

ANGULOS
R R
ANGULO ENTRE DOS RECTAS Cos (i,r)) =cos V1, Vo) = 12
Vi|{V2
ey
ANGULO ENTRE DOS PLANOS Cos (11, My) =cos(ny, N2) = — s
Ni({N2
v,
ANGULO ENTRE RECTA Y PLANO Sen (r,M) =cos W, Nn) = 1=
Vel{Ny
Ejemplo 40: Hallar el angulo que forman las siguientes rectas:
. Xx=-3_y+1l_z o 2x+ 3y—-5z2=4
5 3 -1 ‘| x-2y+5=0
v (53-1)
(r.s) (M Vs) Tk COS(V,Vs)
cos(r,s) = cos (¥ Vs) = = Vo) =
YWy =l2 3 -5= {18 5 7))10057) s
1 -2 0
VeV, [50+15-7 08 - 074= o = 41059’ 35,79"
= = =0/4=a = ,
IV, l.Ive| +/ 25 9 1/100+ 25+49 +/35/174
Ejemplo 41: Hallar el angulo que forman los siguientes planos:
T:X+8y—-4z=0 T 2X—-y+3=0
M 2-8 6
cos (6, Te) = COS (R, M) =—————— = = =03=
' Mo 1IN | v & 64 16/4+1+0 815
o =72°39 14,16”
Ejemplo 42: Hallar el angulo que forman la recta y el plano:
r- (x,y,z) = (3,-1,1) + t.(2,5,-1) TL2X—-5y+72-11=0
v, n | 4-25-7 28
sen (r,x=sen (y, ny = = = =057=

v |In.| & 25 1/ 4+ 25+49 /30,78
o = 350 22' 5,54”

Ejercicio 43 : Halla el valor de m para que r y s formen un angulo de 90°:
Xx=2-5t X=2+t
r-y =t S:iqy =2t
z=-2-1 z=mt
ViVs=0=(-51,-1).1,2m=0=5+2-m=0CEm=-3
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Ejercicio 44 : Halla, en cada caso, el angulo que forman la recta y el plano:
+ +

a)r:x—1=y—3=E mTXxX-2y—-z+1=0
-2 4 2

lv,n| - 2-8-2 12

sen (r,x=sen (y, Ny = = = =1= a =90°
I [Ing |+ 4 16+ 441+ 4+1 /2446
b)yrix=tty=1+2t,z=-2 TT2Xx-y+z=0
sen (r, = sen (v, ny) v, [2-2+9 0= a=0°
= Y, = = =U=>0a =
IV LIng | v 3+ 4+ 04/ 4+1+1
c)r:x;1=y;3=E TTX+z=17
2 1 1
v, | 12+1 3
sen (r,x=sen (y, Ny = = =087=a=60°

v [N, | 4 1 1/1+ 0+1 62

Ejercicio 45 : Calcula el angulo que forman los dos planos siguientes:
a:z=3 TTX-y+22+4=0

cos @,1) = cos (3, Ny = |na.nn| = |0+0+2| =2
’ ’ In, I.In,| Joror W1+1+4 46

= 082= a =35°15'51,8”

Ejercicio 46 : Hallar los tres &ngulos de un triangulo cuyos vértices son: A(0,0,0), B(1,2,1), C(3,1,1)

AB = (1,2,1), AC = (3,1,1), BC = (2,-1,0)

Cos (ABAC)=——>+2*L  _ ©  _ 74 q=42023 31,36
VI 4+ 1J9+1+1 /6411
Cos (AB,BC) = —2_2*0 O _ 0= a=900

JI 4+ 1/4+1+0 645
o =180°-90° -42°23 31,36 =47° 36’ 28,64"

Ejercicio 47 : Hallar el &ngulo que forma el planort x — 2y + z = 0 con cada uno de los ejes
coordenados.

Vox Ny 1 , "
sen (OXT) = sen ((1,0,0), ) = |\|/OX°X|.| n'ﬂ I = ﬂJﬂTﬂ =% = 041= o =24°5' 41,43
sen (OYT) = sen ((0,1,0), ) = Vo _ P4 2 _ 082= o = 54° 44’ 8,2"
oy || V1/1+4+1 6
Vor N _ 4 1

sen (Ozm) =sen ((0,0,1),H = = = 041= 0 =24°5"41,43"

%, |In.] Ji/i+4+1 6
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DISTANCIA ENTRE PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS: A(xl,yl,zl) , B(Xz,yz,zz)
d(AB) = |AB| = (X, = . +(y, - v, )’ + (2, - 2,)*

DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UNA RECTA
PP x v,
dP,r)=—7——
Vi

DISTANCIA ENTRE UN PUNTO Y UN PLANO: P(X 0,Yo0,20), N: Ax+By+Cz+D=0
_|Ax, + By, +Cz, +D|

= reo

DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS

[[v..v PPR]
drs) = |vrxvs|

DISTANCIA ENTRE UNA RECTA'Y UN PLANO
d(r, M) =d(R, )

DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS
d(My, N2) = d(R, M2)
5 {nl:Ax+ By+Cz+D=0 ID-Dj

= d(m, 1) =
T, : Ax+ By+ Cz+ D'=0 (m.T,) JAZ+ B2 +C2

Ejemplo 48: Hallar la distancia entre los puntos P(1,2,0) y Q(2,-3,1)

dP.Q) =y @ A —(3 2+ @ 6=+ t 25 £ 27= 3/3u=52

x=1-2t
Ejemplo 49: Halla la distancia del punto P(5,-1,6) y larectaryy = -
Z=5+t
Pr(1,0,5)vr(-2,-11) i_ J k
rer(L,u,0)vr(-2,-
=>PPxv=-4 1 -1=(066)
PPrE (-41,-1)
-2 -11
PPX‘“ _J/0+36+36
dP,r) = = 12 2/ 3u= 346u
Vr VA4+1+1

Ejemplo 50: Halla la distancia del punto P(1,2,3) al planat 2x + 3y — z =-7
| 21 32-3+7 _ 12
dP, M= =

Ja+9+1 14

= 321u
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X=5+t X=4+3t
Ejemplo 51: Halla la distancia entre las rectas ry = -1 s:qy=3-t
z=8+2t z=5+4t
1 0 2
r:P (5 18),v, (102 _ _ _
PP{ 14-3=[v.,v,,PR]=|3 -1 4|= [(3 O+ 24~ (2+16+0)]=9
s:P (435),Vv, (3—14)
-1 4
i ] Kk
VixVe=[1 0 2= (22—1):>d(rs)=|[v"VS’P’PS]|= By,
r S 3 _1 4 14 ’ |VrXVS| 4+4+1
Ejemplo 52 Halla la distancia entre la recta r: X;?’ = y;l = Z+12 y el planott x — 3y —z + 6=0
|3-31-(-2)+6 _ 8
d(r,M) =d(R,N) = = = 241
r J1+9+1 J11
Ejemplo 53: Halla la distancia entre dos planosmy: X — 5y + 2z - 19 = 0ye: 2x— 10y + 42 =0
D -D| —-38-
Ty 2X — 10y + 4z — 38 = 0 =#l(11, 10, = | | = | O| 38 = 347u

JAZ+B2+C2 4100416 120

Ejercicio 54: Halla la distancia que hay entre los puntos A(2,5,-2), B(-1,1,-2)

dAB) =\ (1 &+ @ B+ £ 2 2J =+ 9 16+ 0=4/25=5u

X—-y=-3
Ejercicio 55: Considera la recta r: { N y 1 y el planott x +y—-2z=1
X+z=
a) Halla las coordenadas del punto S donde se cortan my
Pasamos la recta a paramétricas y resolvemos el sistema:yx=oot+ 3,z=1-a
a+@+3)-2(1-9=1=40a=0=0=0=5(0,3,1)
b) Calcula la distancia del punto P(4,0,1) al punto S del apartado anterior.

dP.S)=y © &+ 3 O+ & 1j =16 9+ 0=+/25="5u

Ejercicio 56 : Calcula la distancia entre el punto P(2,-3,1) y el plarmx 3x — 4z = 3

[32-41-3 _1_ 02

dP, M = ———
L NJO+0+16 5

Ejercicio 57: Calcula la distancia entre el punto Q(2,-1,0) y el plano que contiene a P(2,0,4)y ar:
X=3-2t

y=2+3t
z=4
Punto: P(204) X—2 'y z-
Plano: PR 324y (204)= (120 1 2 0 |=0=>7@z-4)=0=z-4=0
Vectores | 7 324y (204)= 1.20)= =7@z-4)=0=z
v. £230) -2 3 0
O_
o-4 _,

"N Toron
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Ejercicio 58: Halla la distancia entre los siguientes pares de planos:

a)m:x—2y+3=0 Th:2X—4y+1=0
D-D] 6-1 _ 5
T 2X — 4y + 6 = 0 =d(1, 1) = | = = =112
" Tl JAZ+BZ+C2 J4+16 /20
b)3x—-2y+z-2=0 Tb: 2X—y+z=-5
No son paralelos, se cortan €{rt,,7,) =0
X=2+4\
Ejercicio 59: Halla la distancia entre larectar:{y = 3\ y el planott 3x -4y —-3=0
z=-1+7A
d(r, M) = d(R, M) = d((2,0,-1),3x-4y-3=0) [32-40-3 3 _ 06U
’ I [ ] ] 9+16+0 5 ]

Ejercicio 60: Calcula la distancia que hay entre el punto P(3,1,6) y larectar:x =4 ady =2 +
a,z=-1-3

R T ¢
rPr(4,2,-1vr(4,1,-
( i I =>PPxv=(1 1 -7 = (4-25-3)
PP=(1,1,-7)
4 1 -
I5F3 x:/r
dPn = :\/16+625+9:\/650=\/?5:5u
v, V16+1+9 26
X =4\ Xx=2-12t
Ejercicio 61: Halla la distancia entre las rectas r:{ y=-10—-3A S:qy=1+9t
Z=9+5A z=4+t

r:P @ 109),v, (4-35)

s:P (214),v £129)) } PP (1% 5=v,,v. ,PR]=

2 11 -

4 -3 5

-12 9 1J: 1189 6 660~ (OO 44-180)]=-800
ik

V,xVe=| 4 -3 5= ¢48-640)= d(r.s)
-12 9 1

_[v.v.PR]_ |-800] _800_

- ==~ =10u
V. xv| 23044096 80
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EJERCICIOS IMPORTANTES

Corta 0 se apoya

Ejercicio 62 : Halla las ecuaciones de la recta r que pasa por el punto P(2,0,-1) y corta a las

o X=2_y-2 z+1 | x+y+4=0
rectas s: = = :
-1 1 y—3z+3=0
Ps1 (2a+2,-a+2,a-1), Ps(z=P,y=-3+33x=-1-F)=(-1-33,-3+F3,B)
20 -a+2 a
PR, paralelo a PR = = =
s1P 2 — 3_3[3 3+ 33 B+1
-P-IP=6
—®(+63([3:31(—6+30([3—6[3:> 4=0
2B+ 20 =-30-3af 51+5)([3=0:>5ﬂ(1+[3)=0<[3__1
Sia=0=-6F6=p=-1 :>9:£=9 = cierto
0O -6 O
Punto: P(20,-1) X-2 'y _ X+1
. - — === —
Vector:PE = (0,20) 0 2 0

Ejercicio 63 : Halla la ecuacion de la recta que pasa por A(1,1,1), es paralela al plamox — y
x=1
+z-3=0ycorta alarecta r:{
y=3
_ AP (02,0 -1
AP, es perpendicular g.(Producto escalar cero);(P,30) =
n, (4-11)
AP.n:=(0,2p-1).(1,-1,1) =0=-2+0-1=0=>0=3=
Punto: A -
: L) :>X—1= y-1=2z-1
Vector: AP (022)| (011 0

Ejercicio 64 : Halla la ecuacion de la recta s que pasa por el punto P(2,-1,1) y corta

. x-3 y+1 z
perpendicularmente alarectar: ——=——=—
1 2 3
PR perpendicular a,(Producto escalar nula} PR o+ 3@~ 18 y (& 11= @+ 1203 -])
v, = (123
PRv,=0=a+1+40+90-3=0=140-2=0=>0a=1/7
Punto: P(2-11) Xx=-2 _ y+1_ z-1
Recta: = = =
Vector:PRE 8/72/F 417)||(41-2) 4 1 -2
Ejercicio 65: Halla la recta perpendicular comun a las rectas:
L Xoy-1_2z+3 o X~1l_y+l_2z
0 1 2 1 -1 3
Recta r: R(0,a+1,20-3) w(0,1,2)

Recta s: R3+1,-3-1,33) Vs(1,-1,3)
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i ]k
V=v,xv={0 1 2=52-1
-1 -1 3
P..P; paralelo avBrl_-B-oa-2_P-20+3 B+ 2:_5_5]_103 B+ =_1233=—4/3
5 2 -1 B+a+2=6-40+6 PB-50=-4
Punto:P ¢ 1/31/3-4) x+1/3 _y-1/3 _z+4
Recta: = = =
Vector: v= (52-1) 5 2 -1
Ejercicio 66: Encuentra la recta que pasa por el punto P(1,0,-1) y corta a las rectay!ll, de
X=3+t
. X+ 2y-z=1
ecuaciones: {: [y =t
2X—y+z-4=0
z=1+t
X=a
e (13 2 -1 -13 2|-1 - z+3x+2y=-1
Pasamos a paramétricas: = = ={y=-5-50q
1 2 -1/ 4 0 51|3 5x+y=-5
z=-70-9
PR, paralelo a PP= a-1 = ~5- = fa-8 >a-1=-M-8=>a=-7/8
+t t 2+t
Punto: P(L0,-1) x-1_y _ z+1
Recta: = —— ===
Vector:RP- 15/8, 5/8; 15/8)||(3L3) 3 1 3
x=1 X=7+3t
Ejercicio 67: Comprueba que las rectas: riqy =5+t s:qy=-5+t se cruzan. Halla la
z=t z=7

eauacion de la recta perpendicular a ambas.

Comprobar que se cruzan:(9,1,1), ¥3,1,0) no son paralelos, se cortan o se cruzan. Resolvemos el

=7+ 3 s=-2
sistema:q 5+ t=-5+s= < t=-12 Sistema incompatible, no tiene solucién. Se cruzan.
t=7 t=7

Recta perpendicular comunFRperpendicular a,ws
PrPs = (6+3S, '10+S't, 7't)

i
Vector perpendicularayaw=Vv=V X Vs= |0
3

= (13-3)

o xi

6+3 _-10+s—t _7-t

=

j
1
1
- 18 B=-7+t t+B=-11 |[s=-1
PP paralelo a = =

-1 3 -3 30- 3+ 3t=21-3t |6t-3s=-9 |t=-2
Punto:P (13-2) x-1_y-3 z+2
Recta: = = =
Vector: - 13-3) -1 3 -3
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Proyeccién ortogonal

x==1-A
Ejercicio 68 : Calcula la proyeccién ortogonal de la recta riy = —A sobre el planort 2x- 3y +
z=2A

z+1=0

[A]P=rnT 2(-1A) = 3(A) +2A+1=0= 3A =1 =A = 1/3 =P(-4/3, -1/3, 2/3)
[2] Q un punto cualquiera de r (distinto de P): Q(-1,0,0)

Punto: Q- 1,0,0) e
[3] r ) ! =" Y= =3t
Vector:v. = n = (2-31) 7=t

[4] Q =r n 1 2(-1+2t) = 3(-3t) + t + 1 = 0 =24t = 1 =t = 1/14 =Q'(-12/14,-3/14,1/14)
Punto: PE 4/3-1/32/3)
Vector:P€) (20/145/42 25/42)||(41,-5)

[5] s es la recta que pasa por Py Qs=

x=—ﬂ+40(
3
1
S: y=—§+0( o OR
222—50(
3

Simétricos

Ejercicio 69 : Halla el punto simétrico de P(1,0,1) respecto del plamox —y +z =1

X=1+t
Punto: PL0}1)

[1] Calcular la recta r3 =r:iy=-t
Vector:y = n, = (1-11) =14t

[2] CdcularelpuntoC=rt 1+t—(-t)+1+t=1=Bt=-1=t=-1/3 =C(2/3,1/3,2/3)

[3] C es el punto medio de Py nglgj :(X—H,X,ilj: P(lglj
333 2 2 2 333

Ejercicio 70 : Determina el punto simétrico de A(-3,1,-7) respecto de la recta r:
x+1_y-3_1z+1
1 2 2

Punto: A 31,-7)
[1] Cdlcular el plano 1t = X+2y+22+D=3+2-14+D=0=
Vector:n = v, = (12,2)

D=15=x+2y+22+15=0
[2] Calcular el punto C=r mt (t-1) + 2(2t+3) + 2(2t-1) + 15=08t =-18=t = -2 =C(-3,-1,-5)
x-3y-12z-5

[3] C es el punto medio de Ay A(:— 3,—1—5) :( > 2 g j:> A’(-3,-3,-3)




