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TEMA 8 — LIMITES DE FUNCIONES, CONTINUIDAD Y
ASINTOTAS

8.1 — LIMITE DE UNA FUNCION

8.1.1 — LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Limite de una funcidén en un punto

limf(x)=¢ Se lee: El limite cuando x tiende a c de f(x) es
X—'C

Significa:¢ es el valor al que se aproxima f(x) cuando x sexama a c
Notas:
- Que x se aproxima a “c” significa que toma valores/ cerca de “c” (Se puede
acercar por la izquierda o por la derecha).
- ¢puede sereb § 0 y entoncex = ¢ es una asintota vertical

-V

lim f(x) = +oo lim f(x) = —oo lim f(x) =1

X —=c X = C

X —>C

Limites laterales de una funcién en un punto

* Limite por la derecha:

lim f(x)=¢ Se lee: El limite cuando x tiende a c por la desete f(x) eg
X-C

Significa:¢ es el valor al que se aproxima f(x) cuando x sexama a c
por la derecha.

C

i \\\ 5 /\ 1 '//
C s C
x{.!_)ni}f(x) = +oo lim_ f(x) = —o lim f(x)=1

. -+
X = C eyt

» Limite por la izquierda:

lim f(x)=¢ Se lee: El limite cuando x tiende a c por la izqia de f(x) es
X-C

Significa:¢ es el valor al que se aproxima f(x) cuando x sexama a c
por la izquierda.

I

&5

Existen del limite
Para que exista el limite de una funcidén en uni@es necesario que existan los
dos limites laterales y sean iguales.
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8.1.2 —LIMITES EN EL INFINITO

lim f(X) = +co Se lee: El limite cuando x tiende a mas infinigdf) es mas

X — 400
infinito
Significa: la funcion toma valores grandes posgicaando la x
toma valores grandes positivos. (1° cuadrante)

lim f(x) = —c0 Se lee: El limite cuando x tiende a mas infinigdf) es menos

X — +oo
infinito.
Significa: la funcion toma valores grandes negatisando la x
toma valores grandes positivos. (4° cuadrante)

lim f(x)=¢ Se lee: El limite cuando x tiende a mas infinikof) es
X — +00
Significa:¢ es el valor al que se aproxima f(x) cuando x toma
valores muy grandes positivgs= ¢ es una asintota vertical.
¢ K/—A
I
lim f(X) = +co Se lee: El limite cuando x tiende a menos infidid(x) es mas
X — —00
infinito
Significa: la funcion toma valores grandes pos#gicaando la X
toma valores grandes negativos. (2° cuadrante)
lim f(x) = —co Se lee: El limite cuando x tiende a menos infidigd(x) es
menos infinito.
Significa: la funcion toma valores grandes negatieaando la x
toma valores grandes negativos. (3° cuadrante)
lim f(x)=¢ Se lee: El limite cuando x tiende a menos infidied(x) ey
X — —00

Significa:¢ es el valor al que se aproxima f(x) cuando x toma
valores muy grandes negativgss ¢ es una asintota vertical.

L [
lim f(x) = +oo lim f(x) = —eo lim f(x)=1 [

X —» —oa X — —oca X —> =G0
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8.1.3— CALCULO DE LIMITES

1 — Se sustituye la “x” por el valor al que tiende

a) lim x> b) lim—>_ c) lim/3x + 4
X-3 x-2X—§ X7
d) Iinl[(senx+3) e) Xltrrglloglox f) XIiﬂn+1m2x2 —-4x+7
X—vz ”
g) lim-2x*-4x+7 h) lim 2x® -4x +7 i) lim —2x*-4x+7
) lim2x+x°*-3 k) lim 2x-x®-3 ) lim 2x+x*-3
m) lim 2x - x° -3 n) lim - f) lim - —
X - —00 X — 400 3X X-—0 ¥
o x*-1 o x*-1
0) lim lim
) lim - p) lim -

2 — Indeterminaciones:

o -0 Se hacen operaciones. Cuando aparecen radicalesjltiplicamos y
dividimos por la expresion conjugada.

—_ — 2

[1 2x ) ) lim =YX o) fim @ =Xy d) lim =

X-0 X X = +00 X--o X +7]

BV

a) lim
X X2+1

X — 00

(+0  Sigrado del numerador> grado del dnominador (El signo depende de los
coeficientes de la x de mayor grado delimerador y del denominador)

co/co ¢ % Si grado del numerador= grado detlenominador (a y b son los coeficiente

de la x de mayor grado del numerador y delenominador)
0 Si grado del numerador< grado del denomimor

2 _ 2 2 _ 2
a) lim X ~X*3 ) jjm X *3 o)lim 27X iy X2+ 3
x-o  3X =5 X=X Xxo@  2X° =5 Xoe =X
k/O  Hallar limites laterales
a) lim—2_ b) lim—2 o) lim—>— d) lim—>-
x-2X =2 Xx-2X =2 x-22 =X x-22 =X
. 3X . -3 , 3 . =3
e)lim——~— lim-——7— lim h) lim
M- Pk 9z il
0/0  Factorizar y simplificar
. X?’-5x+6 . x® =5x? + 6x . x® =5x? + 6x
a)lim——— b)lim— > c) lim— 5
x-2x“+3x —-10 x-2x° =7xX"+16x —-12 x-3X% =7x°+16x —12
. f o
I|m7=—
o)
0.0 lim f.g = g
1/f 0
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a) lim x.Lnx b) lim e™* x
X0 X — 400

0’ 6 @ : Tomar logaritmos

a) lim (Lnx)%( b) lim x*

X — +00 X -0
f(x)
1% : Tipo nimero e : Aplicar : lim [1+—— =e
wfal f(x)

lim f(x)g(x) = elxll;ll g(x).[f (x)-1]

X-=a
1 )
a) Iim(x—ﬂjz_x b) lim (“2)
X2 3 X — +00 X_2

Equivalencias: Sélo se pueden aplicar en productos y cocientes

Xx=>0 senxdx fx) =0 sen f(x)df(x)
tag xdx tag f(x)If(x)
1 — cos KIx?/2 1 — cos fRQIf(x)%/2
arcsen Xix arcsen f(Qf(x)
arctag xdx arctag f(x)Jf(x)
Ln (x + 1Y1x Ln (f(x) + 13f(x)
&—10x &) — 10f(x)
Xx=>1 Lnx0Ox-1 fX)=>1 Lnf(x)0Of(x)-1
a) lim 2senx b) lim cosx -1 i Lnx
x-0 3X x-0 3tagx x-11-X
2
d) lim BT X2 g i, 2an()‘—+1)
X-2XS—4x+4 X — +00 X

3- En funciones definidas a trozosen los puntos donde esté definida de distintador
si me aproximo por valores mas pequefios, que poregamas grandes, habra que
hacer limites laterales.

2Xx -5 six<3

_ Calcular su limite en los puntos 3,1, 7
-X+7six=23

a) Dada la funcion f(x) {
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8.2 — ASINTOTAS Y RAMAS INFINITAS

- Asintotas verticales: X = c y— o

Calculo: Puntos que anulan el denominador / \ /f
Puntos que anulan lo que esta dentro del logaritm

: . o —oo Porabajo X ,
Aproximacion: Calcular los limites laterales _ ;
+ 00 Porarriba :

- Asintotas horizontales: Xx— 0y =b (Grado numeradat Grado denominador)

Calculo: limf(x)=b

Xoe ‘ \,

: . . < 0 Pordebajo i
Aproximacion: f¢& 1000) — Asintot

> (0 Porencima \

- Asintotas oblicuas: y = mx + n (Grado Numerador — Grado denominador = 1)

f(x)

Célculo: m =lim —= ; n=lim(f(x) —mx)

Xoo X .
< 0 Pordebajo //’/

Aproximacion:f(x 1000) — Asintota 1000) .
>0 Porencima e

RAMAS INFINITAS (Grado Numerador — Grado denominad@)

Calculo: lim f(x) =+

X — *oo

4
\\\1

) _X?-5x+7 b)y = x?+1 0y = 2X
X =2 X2 = 2% X? + 2x
3x-5 x?+1 x> —5x?

X2 +3x+2 y X% —2x -x+3
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8.3 - CONTINUIDAD

La idea de funcidn continua es la de que “puedesstruida con un solo trazo”.
8.3.1 — CONTINUIDAD EN UN PUNTO

Una funcion f(x) es continua en el punto x = a dim f(x) = f(a ,)es decir, deben

—

existir los dos limites laterales, ser iguales y icwidir con f(a).

Tipos de discontinuidades
- Discontinua inevitable de salto infinito Si alguno de los limites laterales es

infinito o no existe.
a

1
i al

I\
\ _‘\
- Discontinua inevitable de salto finito Si los dos limites laterales son finitos pero
distintos. El salto es la diferencia, en valor &leg de los limites laterales.

...____"""»

I
i
1
]
]
I

I
|
1
1
i
I

!

el
- Discontinua evitable Si los dos limites laterales son finitos e igaafeero su valor
no coincide con f(a) o no existe f(a)

£ 1

8.3.2 — CONTINUIDAD EN UN INTERVALO
DEFINICION

Una funcién se dice que es continua en un interffadido o infinito) de R si es
continua en cada punto del intervalo.

Todas las funciones definidas por expresionestarzaielementales (es decir, todas las
gue conocemos hasta ahora, exceptuando las fusaamnezos), son continuas en todos
los puntos de su dominio.

Las funciones a trozos habra que estudiarlas eexktbsmos de sus trozos que
pertenezcan al dominio.
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x*-3 _X+2

a)y=xX-5 b)y = c)y= d) log x
X_
3x—4 six<3 3 sixz4
e)y=+4x+2 Hy= =
)Y )Y {x+1 Six=3 %)Y {1 six=4

2 -
- X°—=5x+1 six<4
h) Calcular el valor de n para que la funcién #x i sea
2x+n SsIx>4
continua en todo R.
x®—2x+ksix#3

i) Calcular k para que y _ sea continua en R
7 six=3

TEOREMA DE BOLZANO

Si f(x) es continua en [a,b] y “signo de f@asigno de f(b)”, entonces existélqa,b) tal
que f(c) =0

2]

b

CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE BOLZANO

TEOREMA DE LOS VALORES INTERMEDIOS (DARBOUX) : Sif es continua
en [a,b], entonces toma todos los valores interasegintre f(a) y f(b).

Es decir, cualquiera que sea el numero k, compderehtre f(a) y f(b), existe un
namero s, a <s < b, tal que f(s) =k

J ; \
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OTRA CONSECUENCIA: Sify g son funciones continuas en [a,b] y f(a)(&) y
f(b) > g(b), entonces existe un nimerd &,b), tal que f(s) = g(s).

TEOREMA DE WEIERSTRASS

Si f es continua en [a,b], entonces tiene un maximon minimo absolutos en ese
intervalo. Es decir, existen sendos numeros cdelintervalo [a,b] para los cuales se
cumple que: cualquiera que sefl fa,b] es f(ck f(x) < f(d).

a c da b



