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TEMA 9 — DERIVADAS. TECNICAS DE DERIVACION

9.1 — DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

TASA DE VARIACION MEDIA
Definicion
Se llamaasa de variacion media (T.V.M.)de una funcion, y = f(x) en un intervalo

[a,b] al cociente: T.V.M.[a,b] —Va“a_‘c'c_’f‘def(x) _fO)-f@)
Variacior de x b-a

y es la pendiente del segmento que une los pur(eaf &) y B(b,f(b))

Con frecuencia, el intervalo se le designa mediangspresion [a,a+h], nombrando,
asi, a un extremo del intervalo “a”, y a su longjjtth”. En tal caso, la tasa de variacion

media se obtiene : T.V.M. [a,a+h]L(a+hr)]J

r® fla+h

S @ JAG))

Si una funcion es creciente en [a,b], su tasa dacrdn media es positiva; y si es

decreciente, negativa.
»

| a b X | c’1 b X
TV.M. [a, b] >0 T.VM. [a, b <0

TASA DE VARIACION INSTANTANEA O DERIVADA

Definicién: Se llamaasa de variacion instantanea (T.V.I)de una funcion, y = f(x) en
un punto x = a @erivada de una funcion en un punto x = ay se denot&’(a)

TV.I(@) = (a) =lim X =@ _, fa+rh-f@
X-a X —a h-0 h

Significado:
Si es positiva= La funcion es creciente en el punto x = a
Si es negativa> La funcion es decreciente en el punto x = a
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DERIVADAS LATERALES

Se llamaderivada por laizquierdade fen x = a, f "(aa:

t@)= tim 1 =T@ _ o, flarh) - 1@
X—a X—a h-0 h

Se llamaderivada por la derechade fen x = a, f (3 a:
£(a) = lim f(x)-f@) _ im f@+th)-f@
X—>a+ X _a h—>0+ h

A ambas se las llanderivadas laterales.

Nota: Si en un punto las derivadas laterales son distielgpunto eangulosa Si las
derivadas laterales coinciden, la curva es “suavéisa”, es decir, es derivable.

DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD

Si una funcién es continua en un punto puede ser dable o no derivable en ese
punto.

Ejemplos:
a) f(x) = 2X + 3 Continua en x = 0 y Derivable en x = 0
b) f(x) = || Continua en x = 0 y No derivablexen 0

Pero si una funcion es derivable en un punto, ne@samente es continua en él.

Dem: f(x) es derivable en x = a, es decim w

X-a X—a
Vemos si f es continua en x = a, para ello debgmnolsar que lim f(x) = f@) 6 lo que es lo mismo,
X-a
lim f(x)-f@ =0
X-a
lim f(x)-f@) = lim M(x—a) = lim ) -1@ lim(x-a)=f(a.0=0
X —>a X-a X—a X-a X—a x-a

Nota: Por el resultado anterior, cuando tengamos duelies la derivabilidad de una
funcién estudiaremos primero su continuidad.

- Si es continua> Estudiaremos su derivabilidad (f)(a f "(a))

- Si no es continua> No es derivable.

9.2 — FUNCION DERIVADA

Si una funcion, f, es derivable en todos los pudtsn intervalo, 1, la funcién f “:
X - f(x)
definida en I, se llamuncién derivadade f.

Si f “es derivable, su derivada se llama f ~~ égederivada segunda o f segunda).
Asi sucesivamente, se definen f ™, f.., f" (f tercera, f cuarta, ... f n-ésima).

Otra forma de nombrar las derivadas es Bf, D%, ..., D'f.

Habitualmente se obtienen las derivadas de lasdnes a partir de las llamadas “reglas
de derivacion” que permiten obtener con comodideabidez la derivada de cualquier
funcion.
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9. 3 — REGLAS DE DERIVACION

OPERACIONES CON DERIVADAS

- Multiplicacién por un namero :(k.f(x))’ = k.f /(x)
- Sumay resta: [f(xx g(x)]’ =f'(x) £ g'(x)
- Producto : [f(x).g(x)]'=f ‘(x).g(x) + f(x).g’(X)

f (X)} = F099(x) ~ T (x)g'(x)
9(x) g%(x)

- Composicion (Regla de la Cadena) : [f(g(x))]'=f(X3).9'(x)

[f(9(hCNT ™= T (9(h(x)))-g" (h(x)).h"(x)

- Cociente {

REGLAS DE DERIVACION

FUNCION DERIVADA FUNCION DERIVADA
y=k y'=0
y=X y=1
y=x y' = nxX" y = (%) y' = n.f(x)"Lf(x)
_ Y= — - _ ')
y = VX X y= 2,/f(x)
y = 1 y = f'(x)
= - = nf =
y W nn Xn—l y (X) nlyf n_l(x)
= y=a<lna y=&) y' =a®.Lnaf’(x)
y = y =¢ y=¢€% y = e®.f(x)
_ 1 _ _ '
y =l0gax Y= s y = loga f(x) f(x).Lna
_ 1 _ P
y=Lnx y—; y = Ln f(x) y )
y = sen X y' = cos X y = sen f(x) y' = cos f(x)(K)
Yy = COS X y' =-senx y = cos f(x) y' = - sen f(i)x)
1 = —f'(x) =
y = tag x y =1+tadx = y = tag f(x) o f (x)
o8 X [1 + tagf()].f ()
y= 1 y = f'(x)
= arcsen X - = arcsen f(x B
y 2 y ) 1-12(%)
y = -1 y = —f'(x)
= - = f -
y = arccos X 2 y = arccos f(x) L+ 2(x)
t y' = ! tag f £
= arctag X = = arctag f(x =
Y J 1+x2 Y 91k 1+f2(x)
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9.5 — DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA O RECIPROCA DE
OTRA

Si conocemos la derivada de una funcion f y, angéetella, queremos obtener la
derivada de su funcién reciproca, procederemos del siguiente modo:

1

f(f 1(x)) = x - Derivando- f"(f *(x)).F ) (X) = 1= (f L)y(x) = =
(x)

9.6 — NUEVAS TECNICAS DE DERIVACION

DERIVADA DE UNA FUNCION IMPLICITA
Hay funciones que vienen dadas mediante expres@rgs = 0, en las cuales es dificil
o imposible despejar la y. Por ejempld=y7x¢ + 5y’ + 17 = 0

En ellas, los valores de y quedan implicitamentidaor la expresién, pero no es
posible obtener explicitamente una expresion gelyi= f(x). La derivada, y’, de la
funcién, no es, sin embargo, dificil de obteneld$@y que tener en cuenta que la
derivada de x es uno, y la derivada de y es y").

En el ejemplo: 33 - 14x + 5(2yy’x + §) + 0 = 0= 3y?’y'+ 10yy'x = 14x — 5§=
_ 14x -5y?
3y? +10xy

Observamos que Yy’ viene dada en funcion de x y Bewtanto, para hallar el valor de
la derivada en un punto, hemos de conocer su abgeis ordenada.

Por ejemplo, sabiendo que la curva pasa por (@ig¢nemos la derivada en ese punto:
_ 142-1°5 _ 23 _

DERIVACION LOGARITMICA

Funcién potencial: y = f(R)= y = n.f(x)"*

Funcién exponencial: y 4= y'= d%.Lna.f' (x)

Funcién exponencial-potencial: y = f8%} = Derivacién logaritmica:
1 — Tomar logaritmos: Lny = Ln & = Lny = g(x).Ln f(x)
2 — Derivamos los dos miembros de la igualdad:

% = ¢/ (x).Lnf () + g(x). )

F(x)
3 — Despejamos y': y y[g (X).Lnf (x) + g(x). f ((x))}
- itui v 9(x) f (x)
4 — Sustituimos la y: y"$(x) g (x).Lnf (x) + g(x).——= 00

Ejemplo: f(x) = X

Ln f(x) = Ln X'= Ln f(x) = x.Lh x=> ()—1Lnx+x.1:>
f(x) X

f(x) =f(x) [Ln x + 1] = f'(X) = X [Ln x + 1]



