Determinantes

| nUmero que asociaremos a cada matriz
cuadrada A y que llamaremos su determinante
det(A), aparece en los libros actuales a
contlnuaC|on de las matrices, aunque histéricamente
surge antes que ellas. Los primeros en utilizar
determinantes como algoritmos para resolver sistemas
lineales fueron, entre otros, los matematicos Leibniz
(1646 -1716) y Vandermonde (1735 -1796).

La formulacion actual de los determinantes se debe
al francés Cauchy (1789-1857) quien, en una memoria
publicada en 1812, establecio la terminologia de los
determinantes tal como la utilizamos en la actualidad.

En esta Unidad veremos la importancia de los valores
de los determinantes de las matrices cuadradas; si el
determinante asociado a una matriz es nulo, las filas y
columnas de la matriz son linealmente dependientes, - el
por lo que la matriz no tendréa inversa. Por el contrario, F‘)ngctg’;e’ = Whdozin Lelnn (SU ped 2uesg, Deinlils
si el determinante es distinto de cero, las filas de la matriz
seran linealmente independientes y la matriz tendra inversa, que calcularemos usando otra vez
determinantes.

En el caso de matrices rectangulares, los determinantes de las matrices cuadradas que se
pueden formar al suprimir filas o columnas en la matriz dada nos informaran del nimero de
filas y columnas linealmente independientes de la matriz rectangular; este nUmero sera su rango.
El método de Gauss proporciona el rango de una matriz, sin mas que contar las filas o columnas
no nulas de la matriz reducida de la dada. Finalmente, la combinacién de los dos métodos facilitara
el calculo del rango de una matriz, que es fundamental para el estudio de los sistemas lineales.

En esta Unidad didactica nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:
1. Encontrar el valor de determinantes de orden dos.

2. Calcular, sin dificultad, determinantes de tercer orden, tanto si se realiza mediante el desarrollo
por los elementos de una linea, como si es por la regla de Sarrus.

3. Conocer las propiedades de los determinantes de orden tres.
4. Determinar el rango de una matriz.

5. Caracterizar las matrices cuadradas regulares y calcular su inversa.

38 R E S P




Determinantes de orden superior: se
reducen a orden inferior aplicando las

e
propiedades.
Determinantes de orden tres:
se aplica la Regla de Sarrus. <
Determinantes de orden dos
|A| =3aq18y — a8y —

Rango de una matriz;
numero de filas L. I.

L l

Calculo por Gauss.

Calculo por
determinantes.

QR BQ

4 b

Determinante con filas
dependientes es cero.

4

Determinante con filas
=¥ proporcionales es cero.

Determinante con fila
nula es cero.

det A = det A
>

Propiedades que se utilizan
e D ara facilitar los calculos con
determinantes.

Matriz inversa:

A (adi(A))
Al
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DETERMINANTES

1. Determinantes de orden dos

a11 a12

A cada matriz cuadrada de orden dos A :( ] le asociamos un nimero real, llamado determinante

a21 a22
de orden dos, de la forma siguiente:

aﬁaZZ - a12a21

El determinante de una matriz cuadrada de orden dos es igual al producto de los elementos de
la diagonal principal, menos el producto de los elementos de la diagonal secundaria.

a11 a12

Al determinante de la matriz Alo simbolizaremos por det (4) =|A| =
aZ1 aZZ

Dado que una matriz esta definida bien por sus vectores fila, bien por sus vectores columna, el determinante
dependera de sus filas o de sus columnas. Por este motivo, con frecuencia escribimos:

|A| = det (A) =det (f,, f,) 6, |A|=det (A)=det(c, ¢,), donde f, f,y ¢, ¢, indican las filas y columnas de la matriz A.

Nota: Observa que el nimero de sumandos de un determinante de orden dos que es dos, coincide con el valor
de2!=1-2.

Ejemplo

1. Calcula el determinante de cada una de las matrices siguientes, observa cada matriz, el valor de su determinante
y enuncia la propiedad que dicta la intuicién:

a)A=(2 3}”3:(2 —1}0),:(1 Oj;d)N:(O 2)
-1 4 3 4 0 1 03

Solucion :
2 3

a) A= =2-4—(-1)-3=11.

VA=, |24

Cuando los nimeros que forman la matriz son enteros, el determinante también es un nimero entero.
2 -1

b) |B| = =2-4-3-(-1)=11.

) |B| 3 4 (-1)

La matriz B es la matriz traspuesta de A, se representa por A’ = B.
El determinante de una matriz es el mismo que el de su traspuesta; det(A) = det(A") .
10
=1.1-0-0=1-0=1.
0 1
La matriz | es la matriz unidad. El determinante de la matriz unidad es uno.
0 2
=0-3-0-2=0-0=0.
0 3

La matriz tiene una columna de ceros. El determinante de una matriz que tiene una columna o fila de ceros es cero.

o) |I|=

d) [N|=
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(> Actividades

1. Calcular los determinantes de las matrices siguientes y de sus traspuestas:

]

1

1

I 4 1 =25 -3 7 -3 6
1

1

1

: 4

i.

3
2

Jsz(i ﬂ comprueba: a) |A+B|#|A|+|B|; b) |AB|=|A|B|.

2. Determinantes de orden tres

Antes de definir los determinantes de las matrices cuadradas de cualquier orden, vamos a calcular los
determinantes de las matrices de orden tres, previo estudio de algunos conceptos desarrollados a partir de las
mencionadas matrices y que se generalizan a las matrices de orden n, sin ninguna dificultad.

2.1. Menor complementario de un elemento

Dada una matriz cuadrada de orden tres, llamamos menor complementario del elemento a;, simbolizado
por M;, al determinante de la matriz cuadrada de orden dos, que resulta de suprimiren Alafilaiy la
columna j, a las que pertenece el elemento a; .

a11 a12 a13
Por ejemplo, en la matriz A=| a,, a, a, |los menoresde los elementos a, y ay, M, y My, seran:
331 a32 333
a, a , . - , .
e M, = 2 "B determinante que se ha conseguido al suprimir la segunda fila y primera columna en la
aSZ aS3
matriz A.
a, a , . - , ,
o M, =|"7 "I determinante que se ha conseguido al suprimir la tercera fila y primera columna en la
a22 a23
matriz A.

2.2. Adjunto de un elemento

Llamamos adjunto del elemento a;, y lo representamos por A;, al menor complementario de a; precedido
del signo + 0 —, seguin que la suma de los subindices i + j sea par o impar, respectivamente. Se puede
expresar de la siguiente forma:

A= (1) M,
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Por ejemplo, los adjuntos A, y A;, de los elementos a,, y a;; seran:

a a a a
241 241 (%2 913 12 9p3|,
Ay = (1) My = (=1)7 =- ,
2 9y 8, dy
a a a a
3+ 31 [%2 Y13 12 913
Ay =(=1)"My =(-1) = .
»n Gxp| |8p Ay

Ejemplo
2. DadalamatizA=| 1 -4 2
-1 3 5
a) Simbolizar los menores y los adjuntos de a,, y @,,.
b) Calcular sus valores.

Solucion :
1 -4 1 -4
M — , — _1 143 ’
a) M, ‘_1 3 ‘ A, =(-1) 1 3 ‘
-2 3 -2 3
My = , =(-12° .

b) My =1-3=(=1)(-4)=3-4==1, A, =(=1)'(-1)=-1,
My =(=2)-3—(~1)-3==6+3=-3, A, =(-1)(-3)=3,

2.3. Determinantes de orden tres

A cada matriz cuadrada A de orden tres le asociamos un nimero, llamado determinante de orden tres, de
la siguiente forma:

Ay 9y ag
|A| =lay 8y Ay|= a11A11 + a12A12 + a13A13
8y 3y Ay

El determinante de una matriz cuadrada de orden tres es igual a la suma de los elementos de
una fila o columna multiplicados por los adjuntos correspondientes.

En la formula anterior, el determinante se ha expresado como producto de la primera fila por sus adjuntos; se
puede comprobar que el valor del determinante es independiente de la fila o columna que se elija para su célculo.

Si se opera sobre la definicién anterior, aparece la expresion desarrollada del determinante de orden tres:
8y @y ay

|A| =8y 8y Ay|= a11A11 +a12A12 +a13A13 =ay
43 d; ay

=ay (322333 — 8y ) —a (321333 — 858y ) ta; (321332 - 88y ) =

= 181185833 — 8118383, — 81p8y85; + 815893831 T 8138283, — 8138583

a22 a23 _ aZ1 823 aZ1 a22 _

12 13

32 a33 a31 aSS aS1 a32

RES 4»
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Se ordenan las sumas y diferencias:

ay a4y ag
|A| =|8y 8y Gy| = 18y8yds + 81,8585 + 8138, 83 — A138y,83 — 81pdy8y; — 8148585
8y Ay Ay

Nota: Los seis productos anteriores coinciden con el nimero 3! = 1-2-.3 = 6 y se obtienen con sencillez mediante
la llamada Regla de Sarrus:

Productos con signo + Productos con signo —

Los productos con signo (+) los forman los elementos de la diagonal principal y los otros dos los paralelos a ella
por los de los vértices opuestos.

Los productos con signo (-) los forman los elementos de la diagonal secundaria y los otros dos los paralelos
a ella por los de los vértices opuestos.

Ejemplo
2
3. Calcular el determinante de la matriz (A) =| 4
1

a) Mediante el desarrollo por los elementos de una linea.
b) Aplicando la Regla de Sarrus.

Solucién :
a) Desarrollamos por la segunda fila:
2 13
|A|= 4 0 5 =4-(—1)2+1; :‘+0-(—1)M? g‘+5-(—1)2+3? ;‘=—4(6—6)+0(12—3)—5(4—1):—15.
12 6

b) Por la Regla de Sarrus:
Productos con signo mas: +2-0-6+1-5-1+4-2.3.
Productos con signo menos: —1-0-3-2-5-2—4-1-6.
|A| =0+5+24-0-20-24 =—-15.
Nota: Observa que los niimeros por los que se multiplican los menores van cambiando el signo; —, +, —.
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(& Actividades

¥ " R SN N N S S R S S S S N R S N R S S S S S S : |
1 |
: -1 4 3 ;
g‘ i 3. Simbolizar y calcular los menores y los adjuntos de los elementos a,,, a,, y a,, delamatrizA=| 0 2 6 ]
: 1 4 -8 :

1
! 2 10 4 -2 1 2 -1 0 050 i
/11 4 caloula: [A=|3 0 1l;|B]=[0 0 3|c]=[3 1 2;[p|=[2 1 3 !
o 4 3 2 2 1 5 5 0 1 4.7 2 :
| :
/i s 2 1 4 1 2 3 1.0 3 I
— . . . 0 I
: Calcula el determinante de las siguientes matrices: A=|0 3 -2|;B=|5 0 6[;C=|5 0 6| :
- 3 1 5 3 6 9 3 6 9 .
I 4 1 1 !

1
D=5 2 -3 i
: -2 1 0 1
|
| a 10 :
i 6. Calcular el valor de a para que el determinante de la matriz Aseacero: A= | 0 1 1 :
. 1 a0 )
1 1
1 1
1 |
: x -1 2 ;
g‘ | 7. Calcular todas las raices de la siguiente ecuacion en la incognita x: (-1 x  2|=0 :
] 1 2 x I
1 1
1 1
T e e S R R S - ol

3. Propiedades de los determinantes de
orden tres

En este apartado se desarrollan algunas propiedades para los determinantes de orden tres, que son validas
para los determinantes de cualquier orden. Dichas propiedades sirven para facilitar el calculo de determinantes.

1. Elvalor del determinante de una matriz cuadrada es igual al de su traspuesta:
det (A) = det(A)

Por ejemplo:

1 -1 1 1.0
A=l0 3 5=|A|=]-1 3 2/=2
0 2 4 1

Esta propiedad permite hacer extensiva las propiedades de las filas a las columnas.

2. Sien una matriz cuadrada se permutan entre si dos filas, su determinante cambia de signo.
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Por ejemplo: 2 1 0 30 0
3 0 0=-2 1 0O -15=-15.
2 -1 5 2 15

3. Siuna matriz cuadrada tiene dos filas iguales, el determinante asociado es cero. Se puede razonar, si se
cambiaran entre si las dos filas iguales, resultaria el mismo determinante y, por la propiedad anterior, el valor
del determinante seria un nimero que debe coincidir con su opuesto y este es el cero.

Por ejemplo:

1 2
0 2 1]=0.
1 2

4. Si una matriz tiene nulos los elementos de una fila o columna su determinante es cero.
Por ejemplo: 04 7

0 5 3|=0.

0 4 -6

5. Silos elementos de una fila o columna se multiplican por un nimero, el determinante queda multiplicado

por dicho nlimero.

Por ejemplo:
ka b c a b c

kd e fl=kld e f|.
kg h i g h i
La igualdad se comprueba al desarrollar los dos miembros de la igualdad.

6. Siuna matriz tiene dos filas proporcionales, el determinante asociado es cero.

Por ejemplo:
a b ¢ a b c

3a 3b 3c|=3:a b ¢[=3-0=0.
d e f d e f
Se han aplicado las propiedades 5y 3.

7. Sitodos los elementos de una fila de una matriz pueden descomponerse en suma de dos sumandos, su
determinante puede descomponerse en la suma de dos determinantes del modo siguiente:

a+a, b+b, c,+c,| |a, b c¢| |a, b, ¢,
d e f |=|d e f|+|ld e f
g h i g h i| g h i

La igualdad se comprueba al desarrollar los dos miembros de la igualdad.
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8. Siunafila de una matriz es suma de otras dos multiplicadas por numeros distintos de cero, el determinante
asociado es cero.

Por ejemplo:
ad+pBg ae+ph af+pi d e f g h i
d e f |=ald e fl+p|d e f
g h i g h i g h i

Se han aplicado las propiedades 7, 5y 3.

9. Siauna fila de una matriz se le suma otra fila multiplicada por cualquier nimero distinto de cero, el determinante
de la matriz resultante no varia.

Por ejemplo:
a b c a b c
d e fl=|d+ma e+mb f+mc|.
g h i g h i

Aplicar al segundo miembro las propiedades 8 y 6.

Esta propiedad se aplicaré para anular todos los elementos de una fila menos uno, y de este modo facilitar
el calculo del determinante mediante el desarrollo por los elementos de esa fila.

10. El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de los determinantes de las
matrices factores.
det (A-B) = det (A)-det(B)
Comprobar la igualdad:
2 0 (3 10 |7 0 -4

3 1 1.0 2 1=[10 3 -3.
0 4 -3 |-1 2 4 |3 2 -8
Primer miembro -10-17, igual al segundo miembro -170.

(> Actividades

=

__________________________________________________________________ -
a a, a, 2b, 2b, 2c, i

8. Sabiendoque | b, b, b, |=5, calcular | 2¢c, 2c, 2c, |. .
B G 6 2a, 2a, 2a, i

X y z :

9. Sabiendoque |7 0 2|=1.Calcula el valor de los siguientes determinantes: -
11 1 |

3x 3y 3z x 1y 1Tz X y z 3x 43y +3z i

7 0 2|;b)|1 0 27; c) 12x+7 2y 2z+2|; d) |4x+7 4y 4z+2|. E

11 1 1 1 1 x+1 y+1 z+1 8 1 3 :

1 1 0 E

10. Calcular el valor del determinante: | @  a+1 a+2 .
I
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E 11. Prueba sin desarrollar que:

- 1 a c+b a+b b+c c+a a b c
: a1 b c+a|=0; b) [p+q q+r r+p|=2:|p q r|.
: 1 ¢ a+b X+y y+z z+x X y z
i a b c c b a

: 12. Sabiendoque ([d e f|=1,calcular [k h g]|.

| g h k f e d

E a b c 2x z 3y

P13 Si|x y z|=1caleular [2p r 3q|.

- p q r 2a ¢ 3b

1

| 8

4. Determinantes de orden n

El célculo de determinantes mediante desarrollo directo termina en los de orden tres, para los que se precisan
31'=6 sumandos de tres factores cada uno; de todas formas, los seis sumandos se forman facilmente mediante
la Regla de Sarrus. El célculo de determinantes de orden cuatro necesita de 4! = 24 sumandos de 4 factores
cada uno, lo que hace complicado su célculo por este procedimiento.

La definicion de determinante dada en el apartado 2.3 de esta Unidad para los determinantes de orden
tres generalizada dice: un determinante de orden n es igual a la suma de los productos de los
elementos de una fila cualquiera por sus adjuntos correspondientes, que seran determinantes de
orden n-1. En concreto, un determinante de orden cuatro se calcula mediante la suma de los productos
de los cuatro numeros de una fila por los cuatro adjuntos correspondientes de orden tres; el calculo
se simplifica si se aplican las propiedades de los determinantes para transformar el determinante dado
en otro de igual valor en el que una de las filas tenga el mayor nimero de ceros posible.

Ejemplo
1 2 -3 4
0 -3 -1 4
4. Calcular el determinante :
0 3 5 =2
3 2 10
Solucion :
1 2 -3 4 1 2 -3 4
0 -3 -1 4 0 3 -1 4 S
003 5 - =l 3 5 2porla1a‘C:1.3 5 -2|=2°F+PF=
-4 8 -12
3 2 -1 0|3¥F-1PFpor3 [0 -4 8 -12
-3 -1 4
4 2 -1 4
=0 4 2 porla1"’C=—3‘8 12‘—4‘4 2‘=—3(—48—16)—4(—2—‘I6)=264.
-4 8 -12

. RES 4»




DETERMINANTES

(> Actividades

__________________________________________________________________ -
14. Halla el valor de los determinantes: E
1 4 5 0 11 2 0 1 -1 1 1 1 3 1 1 :

0 -2 4 6 0 3 2 1 1 -1 -1 1 2 1 5 2 :

a) ; b) ¢ ; d) ]

0 0 3 -7 0 4 1 2 1 -1 -1 —1 1 -1 2 3 I

1

0 0 6 -12 3157 1 1 1 1 4 1 3 7 :

1

1

15. Resolver los determinantes de Vandermonde: :
o 1 1 1 1 1 2 (n2? (n2° i

2 3 4 5 2 3 i

ala b ocnl|s > * 0 c)1 In4 (In4)2 (In4)3 !

2 2 22 3 4° 5 1 In8 (In8) (In8) 1

a b c 3] 3 3 3 :

22 3 4 5 1 In16 (In16)* (In16)° :

1

5. Rango de una matriz

En un sistema de ecuaciones lineales con solucion, los términos independientes se obtienen mediante combinacién
lineal de los coeficientes de las incognitas; por ejemplo, el sistema:

2x+5y =9
3x+7y =13

se puede escribir en forma vectorial asi:

2 ‘i 5 (9
31 7) 713
Su solucién x =2 e y =1 permite obtener los términos independientes como combinacién lineal de los coeficientes

de las incognitas.

2 5
Si formamos la matriz de los coeficientes del sistema M =(3 7) y su ampliada con los términos indepen-
dientes A =(3 . 13), decimos que la columna de los términos independientes es combinacion lineal de las

columnas que forman los coeficientes.

En este apartado profundizaremos en la dependencia e independencia lineal de los vectores filas y columnas
que forman las matrices; conceptos necesarios para determinar el rango de las matrices, que a su vez sera la idea
fundamental para el estudio de los sistemas lineales que es el objetivo fundamental del Algebra Lineal.

Vectores fila y vectores columnas de una matriz

Dada la matriz: A=

oo N -
- BN
~N O W
o oo B~
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Estudio de sus filas:

La segunda fila de la matriz se obtiene al multiplicar la primera por dos, f, = 2f;; decimos que f, y f, son linealmente
dependientes; los nimero que las forman son proporcionales:

La primera y tercera fila no son linealmente dependientes; se dice que son linealmente independientes.
Estudio de sus columnas:
La tercera columna es suma de la primera y segunda, ¢, = ¢, + ¢,; depende linealmente de ellas.

La cuarta columna se puede obtener por combinacion lineal de la primera y segunda ¢, = a.c, + B ¢,; igualdad
que da lugar al sistema:

4 1 2
8l=a|2|+p| 4
0 6 1
Se desarrolla y resuelve:
4=a+2f heg 2 4 o4
8=2a+4[3(:){0:(g +ﬂ:>a——ﬂ; ﬂzﬁ.
0=6a + =batp

En general una fila (columna) L de una matriz es combinacién lineal o linealmente dependiente de
sus paralelas L;, L,, ..., L,, si existen o, a,, ..., a,, nimeros reales, con los que se obtiene la igualdad:

L=oy Li+ a, L+ ..+ a,lL,

Las filas (columnas) no dependientes se dicen linealmente independientes.

En el ejemplo anterior el nimero de filas y columnas linealmente independientes de la matriz coinciden; son
dos. En general esto es siempre cierto, por lo que podemos enunciar el teorema siguiente.

Teorema: En toda matriz el niumero de filas y de columnas linealmente independientes coinciden.

Demostracion: La demostracion la realizamos sin perder generalidad para el caso de una matriz de orden tres
en la que la tercera columna depende linealmente de las dos primeras, que son linealmente independientes.

a1 b1 C1
Sealamatiz P=|a, b, c,
aS b3 CS

Supongamos que la tercera columna depende linealmente de las dos primeras:

C=aA+pBB
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1 fila(a, b, oaa+pb)=a(1, 0, a)+b(0, 1, B
2%fila(a, b, aa,+pb,)=a,(1, 0, a)+hb,(0, 1, B)
3fila(a, b, aa+pb)=a,(1, 0, a)+b,0, 1, B

Las tres filas se obtienen como combinacién lineal de (1, 0, «) y (0, 1,8) lo que indica que solo dos filas son
linealmente independientes.

Estamos en condiciones de definir el rango de una matriz, como el nimero de sus filas o de sus
columnas linealmente independientes.

Si la matriz es A de orden n'y su rango es h, se escribe rango( A ) = h.

La determinacién del rango de una matriz es complicado si se hace a partir de la definicion de dependencia;
por este motivo estudidremos dos métodos que facilitan su calculo y que combinados resultan sumamente eficaces.

5.1. Calculo del rango por el método de Gauss

Consiste en aplicar a la matriz una serie de transformaciones elementales, que dejan invariante el rango, hasta
conseguir una matriz reducida o escalonada en la cual el rango se determina de inmediato.

Transformaciones que dejan invariante el rango.

e Intercambiar las posiciones de las filas entre si.

e Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero.

e Sumar a una fila otra multiplicada por un nimero distinto de cero.

2 13 4
DadalamatrizA=| -1 2 2 0 |, veamos la forma de calcular su matriz reducida aplicando las trasforma-
1 3 5 4

ciones anteriores.

Primero: Conviene que el elemento a;, sea uno para facilitar el resto de los calculos; en este caso una de las
formas de hacerlo consiste en intercambiar las columnas primera y segunda entre si.

1.2 3 4
2 -1 20
3 1 5 4

Segundo. Se anulan todos los elementos de la primera columna, salvo el primero, aplicando la tercera

trasformacion.
1 2 3 4 1 2 3 4

2 -1 2 0lf,-2f |0 -5 -4 -8
3 1 5 4)f,-3f |0 -5 —4 -8
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Tercero: Se anulan los elementos de la segunda columna situados debajo del su segundo elemento aplicando
de nuevo la tercera trasformacion.

12 3 4 1 2 3 4
0 -5 —4 -8 |0 -5 -4 -8
0 5 —4 -8J,—f, |0 0 0 0

La tercera fila es cero, depende linealmente de las otras dos; la primera y la segunda son linealmente
independientes, por lo que el rango de A es dos.

El rango de una matriz por el método de Gauss es el nimero de filas de su matriz reducida o
escalonada no nulas.

Ejemplo

5. Calcular el rango de las matrices:

12 13 12 -1 3 12 13
a) A={2 4 -2 6|, b) B={2 5 1 4|,¢)C=2 5 1 4
3 6 -3 9 3 6 39 -13 2 7
Solucién :
2 -1 2 13
a) A=|2 4 -2 6|-2f+f,=|0 0 0 O0|=rg(A)=1.
3 6 -3 9]-3f+f, 0 0 0
-1 3 12 -1 3
b) B={2 5§ 1 4 |-2f+f,=|0 1 3 -2 |=rango(B)=2.
6 =3 O[3 +1, 00 0 O
12 13 12 -1 3 12 1 3
c)C={2 5 1 4|-2f+f,=|0 1 3 =2 =0 1 3 2 |=rango(C)=3.
13 2 7| f+f 0 5 1 10)-5f+f, 0 0 —14 20

5.2. Calculo del rango por determinantes

Para definir y determinar el rango por determinantes es necesario dar algunos conceptos nuevos.
Menores de una matriz

Se llama menor de orden h de la matriz A de orden m x n al determinante de una matriz cuadrada
de orden h formada por los elementos de h filas y h columnas de la matriz A.

Los menores de orden h se forman al suprimir de todas las formas posibles m - h filas y n— h columnas
en la matriz A.

En la matriz 2
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algunos menores de orden dos son:

2 1 2 3 2 4 2 1 2 0
=9; =7, =4; =5 .. =8.
-1 2 -1 2 -1 0 13 5 4
Los menores de orden 3 seran:
2 13 2 1 4 1 3 4
-1 2 2/=0; |-1 2 0/=0; {2 2 0[=0
1 3 5 1 3 4 3 5 4

Todos son nulos.

Rango de una matriz por determinantes es el orden del mayor menor no nulo.

El rango de la matriz anterior es dos; recuerda que su matriz reducida calculada por el método de Gauss anterior
tenia una fila nula, por tanto su rango era dos; esta coincidencia se generaliza en el teorema siguiente que no
demostramos.

Teorema: Si el rango de una matriz A es h'y uno de sus menores no nulos es ¢; cada fila de la matriz
A que no figura en él es combinacién de sus h filas.

Calculo préctico del rango

Como hemos dicho al principio de este apartado, el rango de una matriz es fundamental para el estudio de
los sistemas lineales; por ello, dedicamos los parrafos siguientes a su calculo combinando los dos métodos anteriores.

1 -3 5 0 2
-2 6 0 1 4
6. Calcular el rango de la matriz P =
-2 6 -10 0 -4
o 0 10 1 8

Solucién :

a) Se suprimen las lineas (filas o columnas) combinacién lineal de otras que se aprecien a simple vista.
En la matriz P del ejemplo la tercera fila se obtiene al multiplicar la primera por menos dos; se suprime y se estu-
dia el rango de la matriz £, que tiene una fila menos.

1 3 5 0 2
P=-2 6 0 1 4
0 0 10 1 8

b) Se elige un elemento de la matriz P, distinto de cero; en esta caso el a,,= 1; este es un menor de orden uno al
que llamaremos principal; el rango de P es mayor o igual que uno:

rango(P) >1.
¢) Formamos menores de orden dos orlando el menor principal seleccionado (rodear el elemento de partida):
1 -3 5
=6-6=0; =0+10=10.
-2 6 -2 0

RES 4»
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Hemos encontrado un menor de orden dos distinto de cero, que pasara a ser el menor principal, el rango de P
es mayor o igual que dos:

rango(P) > 2.
d) Se orla este menor, con las otras filas y columnas para formar menores de orden tres:
1 5 -3 1 50 1 5 2
-2 0 6(=0 -2 0 1=0 |-2 0 4/=0.
0 10 0 0 10 1 0 10 8

Como se han formado todos los menores de orden tres a partir del menor principal y todos son nulos, el rango
de la matriz es dos:
rango(P) = 2.

1.2 -3 2 0
7. Estudiarelrangode lamatriz A= 0 -1 2 1 3 | paralos distintos valores del parametro A.
4 A 2 15 21
Solucion :
Para cada valor real del parametro A se tiene una matriz; se trata de calcular el rango de cada una de las infinitas
matrices A. Se toma el mayor menor posible que contenga A, por ejemplo:
12 -3
0 1 2|=2-2A=0=>1=1.
4 A 2
Para A # 1 el menor de tercer orden no se anula, luego rango(A) = 3.
1.2 3 2 0
SiA=1,sesustituyeyqueda A=|0 -1 2 1 3 | elrango se calcula por Gauss.
4 1 2 15 21

12 3 2 0 12 320 1.2 320

o 1 2 1 3 =0 -1 2 1 3 =0 -1 2 1 3 |=rango(A)=2.
4 1 2 15 21/f,—4f, 0 -7 14 7 21)-7f,+f, 0 0 0 00O

(> Actividades

/1
/)

1
2 2 3




2 4 3 -5 2
11 -3 1 1 -3 4 c 3 1 o 4
b) B=(2 -2 1] ¢ C=[2 -2 1 1| d) D= .
1 5 -7 —12 0

1 -3 4 1 -3 4 3
15 7 12 0

18. Si el rango de A es 2, siendo A una matriz de orden n, ;qué se puede decir del rango de su traspuesta?

19. Siuna matriz A es una matriz de orden tres y |A| # 0, ¢cuél es el rango de A?. Si |A| = 0; ¢ qué se puede afirmar
del rango de A?

SIS

20. a) Escribe razonadamente una matriz cuadrada de orden 4 y rango 2 si sus dos primera filas son, respectivamente:
2 -1 3 4y(1 -1 3 2); b) Escribe una matriz de rango 3 si sus dos primeras filas son las anteriores.

S\

14 a b
21. Hallar a y b para que los vectores filas de lamatriz| 1 2 -1 2 | sean linealmente dependientes y hallar su
01 2 1
dependencia.
A-1 1 -
E 22. Calcula el rango de la matriz M segun los valores de A, siendoM=| 0 A1-2 1
A 0 2
A1 11
E 23. Calcular el rango de la matriz A para los distintos los valores de A, siendoA=| A+1 2 1 1
1T 2 1 -

1 =2 3 0
24. Estudia, segun los valores del parametro A el rango de la matriz A, conA=1 A 5 2
3 -4 A+9 -2
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6. Matriz inversa por determinantes

Los determinantes seran una nueva herramienta para calcular la matriz inversa, como vernos a continuacion.

6.1. Matriz adjunta

Dada una matriz cuadrada A se llama matriz adjunta de A y se representa por adj(A), a la matriz
que resulta de sustituir cada elemento a; de la matriz A por su adjunto correspondiente A;.

Ejemplo
-2 -2 4
8. Dadalamatriz A= 1 2 -3 | calcular su matriz adjunta.
3 2 0
Solucién:

Calculemos en primer lugar el determinante de A; aunque para el célculo de la matriz adjunta no se precisa su valor,
lo utilizaremos en las propiedades de la matriz adjunta.

2 -2 4
Al=[1 2 -3(=0+18+8-24—12-0=—10.
3 2 0

Se calculan todos los adjuntos; para ello se coloca el signo que corresponde a la potencia (-1)" seguida del menor
complementario del elemento.

2 -3 1 -3 1
= :6, = — :—9’ = :—4_
=2 g ag =2 Yeciz A= A2
S A R I
-2 4 2 4 -2 -2

Por tanto, la matriz adjunta de A sera,

A Ay Ag 6 -9 -4
adi(A)=| Ay Ap Ay |=| 8 12 2|
A31 Asz A33 -2 -2 -2
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6.2. Propiedad de la matriz traspuesta de la adjunta

El producto de una matriz A por la traspuesta de su adjunta es una matriz escalar en la que los elementos
de la diagonal principal coinciden con el valor del determinante de A. Es decir, en el caso de una matriz de

orden tres:
A0 0
A-(ad(A))' = (adj(A)) -A=| 0 [A] 0|
0 0 |A|

La demostracidn de esta propiedad se hace a partir de la definicién de matrices adjunta traspuesta y las
propiedades de los determinantes.

Ejemplo

9. Comprobar que se cumple la propiedad anterior para las matrices del ejemplo anterior.

Solucion:
-2 -2 4 6 -9 —4) (=2 -2 4 6 8 -2 -10 0 0
A-(adj(A)' =1 2 -3|| 8 -12 -2|=1 2 -3||-9 -12 =2|={ 0 -10 O

3 2 0|2 -2 =2 3 2 0)|\4 -2 -2/ 0 0 =10

6.3. Calculo de la matriz inversa

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos a partir de la propiedad de la matriz transpuesta tendremos:

A0 0 1.0 0
A-(adi(A) =| 0 |A| 0 |=|A[0 1 0|=|A-L
0 0 |A 0 0 f

En el caso de |A| # 0, y unicamente en esta situacion, se puede dividir los dos miembros por |A |y queda:

A_( (ac(A) ): .
A

Por tltimo, teniendo en cuenta la definicion de matriz inversa |, identificando las dos igualdades se tiene la
matriz inversa por determinantes, tendremos:

(adj(A))

A=
Al

En el desarrollo del calculo de la matriz inversa hemos obtenido los siguientes resultados:

e Unicamente tienen inversa aquellas matrices cuyo determinante es distinto de cero, es decir, las matrices

regulares.
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e Lainversa de una matriz regular A es igual a la transpuesta de su adjunta, dividida por el determinante de A.
Como el proceso para llegar a la matriz inversa ha sido largo, se resume asi:

e Primero: se calcula el determinante de la matriz dada, si este es distinto de cero, la matriz es regular y tiene
inversa.

e Segundo: se calcula su matriz adjunta.
e Tercero: se traspone la matriz adjunta.

e Cuarto: se divide la matriz traspuesta de la adjunta obtenida por el determinante.

Ejemplo
. - L . N 3 2
10. Comprobar si las siguientes matrices tienen inversa y en caso afirmativo calcularlas: a) A = 5 4 ;
-2 -3 4
b)B=| 1 2 -3
3 2 0
Solucion :
3
a) |A| = ‘5 4‘ =12-10=2; como el determinante es distinto de cero, la matriz A tiene inversa.

FOAY — A A, _ 4 -5
adj(A)_(Aﬂ Azz)_(_z 3J

4 -2
Traspuesta de la adjunta: (adj(A))’ :( J

-5 3
Inversa'A‘1—1 42 ‘o
ATl 37|22 3
2 2
L1 4 =2\(3 2) 1(2 0 10
Comprobacion: — . =— = :
215 315 4] 2(0 2 0 1
-2 -3 4
b) |B|= 1 2 —3]=-1 como es distinto de cero, la matriz B tiene inversa.
3 2 0
2 -3 1 3 1 2
+ - +
2 0 3 0 3 2 3 o
, . . A A A -3 4 2 4 |2 -3 T
Célculo de la adjunta:adj(B) =| A, A, A, |=| - ) 0 + s o Tl 2|l 8 12 5|
A, A, A, 1 -2 -1
-3 4 -2 4 -2 -3
+ - +
2 -3 1 -3 1 2
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6 8 1
Traspuesta de la adjunta: (adj(B))' =| -9 12 -2 |.
-4 -5 -1

6 8 1) (-6 -8 -1
9 12 =2|=|9 12 2|
4 5 1| |4 5 1

i
|

Inversa;: B™' =

A 10

11. DadalamatrizA=| 0 1 1 | dependiente del parametro A.

1 20

a) Calcula el valor o los valores de A para los que la matriz A no tiene inversa.
b) Halla la inversa para A = 2.

Solucién :
A 10

a) Se calcula la expresion del determinante: [A|=[0 1 1]=—-A%+1;
1 2 0

los valores que le anulan son las soluciones de la ecuacion —A* + 1 =0, dan lugar a matrices que no tienen
inversa o matrices singulares, estos valores son:

A=1y A= -1
2 10
b) Para A =2, setienelamatrizA=| 0 1 1 |;sudeterminante es: 1—4 =-3.
12 0
1 1 0 1 0 1
+ - +
2 0 10 1 2
v o Rl [2 T
Matriz adjunta: adj(A)=| — + - =0 0 -3
2 0 10 1 2
1 2 2
10 2 0 2 1
+ - +
1 1 0 1 0 1
2, 1
gy 120! 31 23
Matriz inversa: NE%:—E 10 2|0 £
| | -1 -3 2
T, 22
3 3
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Propiedades de la matriz inversa

a) El producto de dos matrices invertibles es invertible y su inversa es igual al producto de la inversa del segundo
factor por la inversa del primer factor.

(A-B)'=B"A"
En efecto, multiplicamos por (A-B) los dos miembros.
(A-B)(A-By'=A-BB"AT=AlA =AA" =]
b) Lainversa de la traspuesta es igual a la traspuesta de la inversa.

(A)'= (A

En efecto, se multiplica A" por (A")'y se opera:
A (A= (ATAY ==,

De donde:

(A7) = (A)"

Ejemplo
12. Si el determinante de la matriz A es 5y el determinante de A-B es 15, calcula:
a) Eldeterminante de la inversa de A.
b) El determinante de B'y de su inversa.
Solucion:
a) Separtede A-A"=1.

Aplicamos la propiedad de determinante de un producto de matrices |A-A‘1| = |A|-|A“| =|l; 5 |A“| = |A‘1| = %

J

b) Se parte de |A-B|=|A|.|B|;15:5.|B|;|B|=1€5:3; |B‘1|=3
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(> Actividades

¥ " R SN SN N S S R S S S N R S R S S S S S S 1

1 |

I -2 4 4 1 5 2 2 4 I

E | 25. Dadas las matrices A = ;B= ,C= yD= . Comprobar si tienen inversa y en I

I -1 3 7 2 6 3 1 2 .

i caso afirmativo calcularlas. .

. !

1 1

' 4 -3 -3 3 2 A1 .

g | 26. Sean las matrices A=| 5 -4 -4 ,B=|1 1 1 | Determinese si Ay B se pueden invertir y, en su caso, |

i 41 0 10 -3 i

- calculese la matriz inversa. !

! !

1 1

I . . a 1 I

g‘ : 27. Se considera la matriz A =( 1 aj :

1 1

: a) Determinar los valores del parametro real a para los cuales existe la inversa de la matriz A . :

I : I

: b) Obtener la inversade A paraa = 3. ]

I 2 1 :

[/} 28 Sealamatiz A= :

| ’ -

[ a) Determinar los valores de y para los cuales la matriz A tiene inversa. E

- b) Calcular la inversa de A en estos casos. :

I !

g i 29, a) Calcular los valores de A para los que no tiene inversa la matriz: -
1

! 142 1 i

: 1 1+1 1 :

- 1 1 144 :
1

! b) Calcula la inversa para A = 1. i

. l

1 1

E i 30. Para cada valor del numero real t se considera la matriz: .
1

! 1t o i

: At=[1 -1 0 :

i 0 1 1 :

1 1

: a) Encontrar todos los valores de t para los que la matriz A(t) no tiene inversa. :

: b) Hallar la inversa de A(t) cuando t = —1. :

| |

E : 31. Se consideran las matrices: i

1 1 3 1

: 12 A . :

I A= 1 1 1 y B=| A 0|, donde A es cualquier niimero real. 1

i 0 2 )

1

: a) Encontrar los valores de A para los que AB es invertible. :

: b) Determinar los valores de A para los que BA es invertible. :
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Recuerda

Determinante de orden dos

El determinante de una matriz cuadrada de orden dos es igual al producto de los elementos de la diagonal principal,
menos el producto de los elementos de la diagonal secundaria: det (A)= ana,— a,ax.

Menor complementario de un elemento

Dada una matriz cuadrada de orden tres llamamos menor complementario del elemento a; y se simboliza por M, al
determinante de la matriz cuadrada de orden dos que resulta de suprimir en A la fila i y la columna j, a las que
pertenece el elemento a;.

Adjunto de un elemento

Llamamos adjunto del elemento a;, y lo representamos por A;, al menor complementario de a; precedido del signo
+ 0 —, segun que la suma de los subindices i + j sea par o impar, respectivamente; se expresa A; = (-1)". M.

Determinantes de orden tres

El determinante de una matriz cuadrada de orden tres es igual a la suma de los elementos de una fila multiplicados
por los adjuntos correspondientes: |A| = a.A;; + @A, + aAs,. El desarrollo directo del determinante se logra mediante
la Regla de Sarrus.

Rango de una matriz

Rango de una matriz es el niumero de sus filas 0 de sus columnas linealmente independientes; si el rango de A es
h, se escribe rango(A) = h.

Calculo del rango por el método de Gauss

Este método permite afirmar que el rango de una matriz es el nimero de filas de su matriz reducida o escalonada
no nulas.

Calculo del rango por determinantes: menores de una matriz

Se llama menor de orden h de la matriz A de orden m x n al determinante de una matriz cuadrada de orden h formada
por los elementos de h filas y h columnas de la matriz A. Rango de una matriz por determinantes es el orden del
mayor menor no nulo.

Matriz inversa por determinantes
Unicamente tienen inversa las matrices cuyo determinante es distinto de cero.
Matriz adjunta

Dada una matriz cuadrada A, su matriz adjunta se obtiene al sustituir cada elemento a; de la matriz A por su adjunto
correspondiente A;.

Matriz inversa
La inversa de una matriz regular A es igual a la traspuesta de la adjunta multiplicada por el inverso del determinante:
i (@A)
A
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