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Preparacion para oposiciones de profesor de Matemdticas en Andalucia

RETO 1 - Noviembre

(Espacios Vectoriales, Matrices, Determinantes y discusion de sistemas)

La Rioja 2025

Sea R [x] el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 2,
p(x) = ax? + bx + cy sea f la aplicacién bilineal:

fiRy[x] xRa[x] — R

1
(p1, p2) — f(p1,p2) :fo p1(x) - p2(x)dx

a) Dadalabase B={1,x, x? }, halle la matriz G que caracteriza a la aplica-
cién f en dicha base.

b) Demuestre que la aplicacion es definida positiva.

1
c¢) Dados los polinomios p(x) = 3x* + 1, g(x) = 2x + 1, calcule f p(x) -
0

q(x)dx sin realizar para ellos la integracion.

Solucion

a) Para hallar la matriz de f aplicaremos f a cada par de ele-
mentos elegibles de la base B, es decir, deberemos calcular:
fAD, fA,0), fA,6%), f(x,1), f(x, %),

Fx,xH, fG3, 1), F2, 1), f(x2, x%):

1
f(1,1):f 1-1dx=1
0

1

1 x? 1
Lx)=| 1-xdx=—| ==
f,x) j(; xdx 2,72
1 gL g
f(1,x2):f l-xzdx:% =5
0 0
1
1 x31 1
, = . d = —| ==
f(x,x) foxxx 31,73
1 41
5 5 b 1
5 = . d = — = —
flx, x%) foxx X 1l," 1
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1
FEED=f0,x =2
2 2, _ 1
fx%,x) = f(x,x) = 7
1 AL |
f(xz,xz) :f x2-xtdx=—"—| ==
0 5 0 5
Quedando por tanto asi la matriz de f:
1 1
1 = =
2 3
1 1 1
Mr=|= - -
=12 3 1
1 1 1
3 4 5
Aclaracion sobre qué significaria esta matriz:
Si tenemos dos polinomios:
p1(x) = ag + ay X + a x%; p2(x) = by + by x + by x*

aplicar f a ambos equivaldria a lo siguiente:

1 1

L33
11 1] (P
f (P10, p2(x)) = f ((ap, a1, az), (bo, b1, b2)) = (ap, a1, az)- 5 5 4 by
11 1|\

3 4 5

b) Por definicién, una forma bilineal es definida positiva si para todo vec-
tor u # 0 del espacio vectorial R, [x] se tiene que

f(a,u)>0

Comprobémoslo:

Sea p(x) eRy[x] / p(x) #0y p(x) =a+bx+ cx?, sea @i = (a, b, c) el vec-
tor que representa sus coordenadas en la base canénica. Calculamos

fa,u): 1 1
f(, ﬁ):f p(x)zdx:f (a+bx+cx®)dx
0 0

Siendo lo anterior mayor que 0, porque p(x)? > 0. Por lo tanto, es una
forma bilineal definida positiva.

s .
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c) Para este apartado, simplemente vemos que las coordenadas de los po-
linomios que nos da el enunciado son: p; = (1,0,3) y p» = (1,2,0). Lue-
g0, lo que nos piden es aplicar f a ambos, es decir:

1 1
1 — —
2 3|
1 1 1 9
f(pl)pZ):f((lyoyg))(lyzyo)):(1)0)3)' - - - | 2 S| =
2 3 4 0 2
1 1 1
3 4 5
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Preparacion para oposiciones de profesor de Matemdticas en Andalucia

RETO 2 - Diciembre

(Numeros enteros y congruencias)

Valencia 2025

a) Demuestre que si a es un namero natural no nulo y zn > 1, el nimero

dado por
2 n

Ag,=(+a+a*+a*+---+a" -a
Nno es nunca un nimero primo.

b) Demuestre que si B, =2" — 1 es un nimero primo, también lo es el nu-
mero n, siendo n un numero natural.

c) Demuestre que para cualquier nimero natural 7, el nimero
Cp=3""-26n-27
es multiplo de 169.

\ )
Solucion

a) Tengamos en cuenta dos casos:

= Sia=1, tenemos un caso trivial, dado que la suma de A, resulta-
ria:
Ag, = (n+1*—-1=n(n+2)
que es compuesto.

= Sia#1, como es una progresion geométrica la suma resulta:

(an+1_1)2 " a2n—2_2an+l+1_an(a_1)2
Aa = —a’ ' = =

" (a—1)2 (a—1)?

_ a2n+2+1_an+2_an _ (an+2_ 1) (an_ 1)
(a—1)2 " a-1  a-1

Como las dos expresiones de los numeradores tienen como raiz 1,

ambas son divisibles por (a — 1), pudiéndose expresar como des-

composicion en producto dos factores (ya que n > 1y a # 1), es

decir, es un nimero compuesto.

(an+2_1) ' (a”—l) _

a—1 a—1

.A.a:

n

n-2

"liasva+l) (@ a4 va+ )

(a +a
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b) Vamos a aplicar reduccién al absurdo: si n no fuera primo, existirian
p,q € N mayores que 1 tales que n = p - g. Sustituyendo

B,=2P1-1=02P)91-1

y como todo polinomio de la forma x9 — 1 tiene el factor x — 1, se puede
expresar
xT-1=(x-DxT 1 +x7 24 4 x+1)

por tanto:
Bn = (Zp)q —1= (zp — 1) ((zp)q—l + (zp)q—z Foees +2p + 1)

y resulta una descomposicién de B, en un producto de dos nimeros
mayores que 1, por tanto B, no puede ser un nimero primo, entrando
en contradiccion con el enunciado, y quedando demostrada la veraci-
dad del enunciado.

c) Vamos a demostrar el enunciado por induccién:

Siendo C,, = 3%"*3 —26n —27:
s Sin=1, tenemos
C1=3%-26-27=676=169-4

Por tanto C; es multiplo de 169.

= Suponiendo que es cierto para n, tenemos la hipétesis de induc-
cion:
[H.Il: 3JkeN talque C,=169-k

es decir:

333 _26n-27=169k < 3°""3 =26n+27+169k, keN.
Demostremos que es cierto para n+ 1:

Cnr1 =330 _26(n+1) — 27 =3%33""3 —26(n + 1) — 27 =11

=27(26n+ 27+ 169k) — 261 — 53 = 26 - 2671 + 27° — 53 + 27 - 169k =
=169(4n+169-4+27k)

Por tanto es multiplo para n+1, quedando demostrado por induc-
cion la veracidad del enunciado.
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Preparacion para oposiciones de profesor de Matemdticas en Andalucia

RETO 3 - Enero

(Numeros complejos)

Extremadura (Modelo A) 2025

Dada la ecuacion z°> —8iz— (19 — 4i) = 0, cuyas raices son z; y zp, hallar los
numeros complejos zs tales que los afijos de z;, z y z3 formen un tridngulo
rectangulo isésceles en el que el vértice del dngulo recto sea el afijo de la raiz
de mayor componente imaginaria.

\
Solucion

1. Reescritura de la ecuacion y célculo del discriminante. Escribimos la
ecuacion en la forma estandar z° + bz + ¢ = 0. Aqui

b= -8i, c=—(19-4i)=-19+14i.
El discriminante complejo es
A=b*—4c=(-8i)*>-4(-19+4i) = —64+ 76— 16i = 12 — 164i.
Con esto, las raices se obtienen por la férmula

_ —b+VA 8i+V12-16i
2 2 '

V4

2. Célculo de v'A. Buscamos nimeros reales u, v tales que (u+iv)? = 12—16i.
Expandiendo:

(u+iv)*=u?— v’ +2uvi.
Igualamos parte real e imaginaria:
2_ 2 _ _ -
u - —v-=12, 2uv=-16 = uv=-8.

De uv = —8 despejamos v = —8/u (con u # 0) y sustituimos:
—-8\? 64
uz—(—) =12 => u-—=12
u u
Multiplicando por u*:
u*—12u?-64=0.
Sea X = u®. Resolvemos X? — 12X — 64 = 0. Las soluciones son
o 12+V144+256 124400 _ 12420
B 2 B 2 2
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Asi X =16 0 X = —4. Descartamos X = —4 porque u® = 0. Entonces u” = 16 y
u=44.

Si u =4, entonces v = -8/u=-2. Si u = —4, entonces v = 2. Por tanto las dos
raices cuadradas de A son

VA = +(4-2i).

(Esto significa que al aplicar la férmula de las raices obtendremos las dos so-
luciones correspondientes.)

3. Célculo de z; y z,. Sustituimos en la férmula:
8i+(4-2i)
z=———.
2

Calculamos las dos posibilidades por separado.

= Con el signo +:

_8i+(4-2i) 4+6i

=2+3i.
2 2

21

= Con el signo —:

_8i—(4-2i) —4+10i

=—2+5i.
2 2

22

Comparando las partes imaginarias, Im(z;) = 3 e Im(z,) = 5. La mayor com-
ponente imaginaria corresponde a z,. Por tanto, el vértice del &ngulo recto del
tridngulo debe ser el punto afin z, = -2 + 5i.

4. Interpretacion geométrica y condiciéon sobre z3. En el plano complejo, el
vector que une zp con z; es

U=21—2=02+3i)—(-2+5i)=4-2i.

Queremos que los puntos zj, 22, z3 formen un tridngulo rectdngulo isGsceles
con el dngulo recto en z,. Eso significa:

I. El segmento z,z3 debe tener la misma longitud que z2z;: |23 — 22| = |21 —
2| =|1].

I1. El vector z3 — z, debe ser perpendicular a 7.

s .
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En el plano complejo, rotar un vector 90° se consigue multiplicando por i
(rotacion antihoraria) o por —i (rotacién horaria). Ademads, la multiplicacion
por i o —i conserva la norma. Por tanto las dos posibilidades para i = z3 — z,
son
Ww=iv o Ww=-ib.
De aqui
23=2p+1i (21— 2).

5. Célculo explicito de z3. Ya tenemos ¥ = 4 — 2i. Multiplicamos por i y por
— 115
iU=i(4-20)=4i-2i*=4i+2=2+4i,

—iv=-2-4i.
Entonces las dos soluciones son
2V =z +i0=(-2+5i) + (2 +4i) =0+9i = 9i,
2P =2y~ iD= (-2+50) + (-2 —4i) = —4+1i.

Paso 6. Verificacion.

Perpendicularidad: dos vectores u'y w en C son ortogonales si y sélo si la
parte real de uw es 0 (esto coincide con el producto escalar euclideo en R?).
Tomemos u=v=4-2iyw=i0=2+4i.Calculamos

Uw = (4—2i)(2—4i) =8—16i —4i +8i* =8—20i —8 = —20i,

cuya parte real es 0, por tanto son perpendiculares. La misma comprobaciéon
funciona con —i 7.
Igualdad de longitudes:

|21 - 22| = 14— 2i| = V42 + (-2) = V20,
12V — 25| = 12+ 4i| = V22 + 42 = V20,
12 — 2ol = | -2 - 4] = V(-2)2 + (-49)% = V20.
Ambas distancias coinciden con |z; — z»|. Luego cada zék) produce un trian-
gulo rectdngulo isésceles con dngulo recto en z;.

Conclusion: Los nimeros complejos z3 buscados son

’Z3:9l' 0 Z3:—4+l'.‘

Graficamente:

s .
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Preparacion para oposiciones de profesor de Matemdticas en Andalucia

RETO 4 - Febrero

(Sucesiones)

Extremadura (Modelo B) 2025
Halle los siguientes limites:

anp="7a,-1+4,

a)
., Qn .

lim — donde a, viene dado por

e Y a) = 3.
b)

1/x
lim (" - £
x—0

Solucion

a) Queremos hallar

., Qn

lim —, a,=7a,-1+4, a; =3.
n—oo 7N

Definimos la sucesion auxiliar

ap
bn = 7_1’1.
Sustituimos en la recurrencia:
bn—7_n— T %—bn—l‘i'%-

Expresamos b, como la suma:
i 4

bn = bl + =0 bl = .

=T 7

Ahora, para calcular el limite infinito de b,, debemos calcular la serie

geométrica infinita:

i 4 _, 1 4 7 2
St 7 1-1 496 21
Por tanto,
3 2 11
lim b,=-+—=—.
n—00 21 21
. oap 11
R 7n 21
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b) Queremos evaluar

. x\1/x
lim (ex - —) .
x—0 7

Observamos que resulta la indeterminacién 1°°, por tanto usaremos
ahora la férmula clésica:

lim f(x)8™ = elMx—a g(x) (f(x)-1)
X—a

En nuestro caso: 1
X

x)=e'-=, X) =—.

fx) - g(x) <

Aplicamos la férmula:

El exponente es un limite 0/0, asi que aplicamos L'Hopital:

=21 eX -1 1 1 6
lim . —lim LA N )
x—0 X x—0 1 7 7 7

Sustituimos en la expresion final:

x—0

, x\1/x
lim (ex - ?) =87

s .
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Preparacion para oposiciones de profesor de Matemdticas en Andalucia

RETO 5 - Febrero

(Series)

Castillay Le6n 2025

Seala suma
n+1

S~ L 7avD

a) Calcule x para que sea convergente.

n+1)

b) Calcule la suma.

a) Sea
xn+l
- nn+1)

Vamos a aplicar el criterio de D’Alembert para estudiar la convergencia
de la serie en funcion de los valores x € R, y para ello calculamos:

xn+2

. m+D(n+2) . n
= lim w =|x|- im —— = |x|
n—o00 G n—oon+2
n(n+1)

L= lim

n—oo

an

Por tanto, teniendo en cuenta el criterio mencionado, la serie converge

si L <1, es decir si
x|<1 <= |-1<x<1

Para que la serie diverja:

| x € (—00,-1) N (1,00)]

Tenemos que estudiar ahora los puntos extremos x =1y x = —1:

= Caso x = 1. La serie queda:

00 n+1 00
Z 1n(n+1) Z n(n+ 1)
La cual es una serie telescopica y podemos separar en fracciones
simples:

1 A B _An+1)+Bn

— = _— =
nn+l1l) n n+l nn+1)
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si n=0 = A=1

:A(n+1)+Bn:1:{si n=-1 — B=-—

Por tanto, si hacemos la suma de manera finita hasta un término

N:
R R R
1n(n+1) n - 2 2 3 3 4

oo
n=1

H

11 ) ( 11 ) !
N-1 NJ\N N+1/ = N+1
Tomando limite obtenemos:

2 1 . 1
Y = lim [1- ] =1
nmpn(n+1) N—oo N+1

La serie por tanto converge y ademads su valor es 1.

= Caso x = —1. La serie queda:

(_1)n+1
1n(n+1)

||M8

Para esta serie alternada podemos aplicar el criterio de Leibnitz.

Denotando ]
- nn+1)
- 1
Tenemos que, la serie -1)"'. ——— converge porque:
1 nZ:‘l( ) nn+1) §e porq

* b, >0, VneNyesunasucesion decreciente porque:

L4 limbn — 0.

Por tanto la serie converge en x = —1 y concluyendo:

si xe€[-1,1] = converge, y en caso contrario diverge

b) En el apartado anterior, dimos la suma para el caso particular x =1 que
resultaba ser 1. Veamos cuanto suma de manera general. Denotando
S(x):

00 n+1

9= n; nn+1)

s .
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n+l
Al ser convergente en [—1,1], y a su vez ——— es derivable en dicho

nn+1)

intervalo, entonces podemos derivar S(x) término a término, incluso
una segunda vez:

I S " < n—1
S(x):ZI:S (x):Zx
n=1 =

Esta tltima, es una progresiéon geométrica de primer término 1y razén
x, cuya suma infinita viene dada por:

S/I L
(%) 1-x

Por tanto, si integramos ahora esta expresion dos veces:

S'(x):fS”(x)dx:fﬁdx:—1n(1—x)+C = S(x):fS'(x):

1
:f(_ln(l_x)+c)dx:f—(ln(l—x))dX+dex: u=-Inl-x) du=|
dv=dx =

=/(1-x-In(l-x)—1+x+Cx+D|

Ahora bien, podemos observar que S(0) = 0, lo cual nos da una condi-
ci6n inicial para calcular D:

S0)=In1-1+0+0-C+D=-1+D=0 = [D=1]

De la misma manera, otra condicién es S'(0) = 0, luego:

S0 =-In1+C=0 = [C=0]

Conclusion: la expresion pedida es

n+1

; 0 =(1-x)-In(1-x)+x
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