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ToMO 3

TEORIA DE GRAFOS

;Por qué Instagram, TikTok, un mapa del GPS, las paradas de un autobs, las amistades de
una clase o el recorrido de un repartidor de Amazon son, matemadticamente, la misma clase
de criatura?

Basicamente, porque todo se puede representar con grafos. Flipa.

Un grafo no es solo un dibujo bonito de puntos y lineas. Es un modelo que nos permite se-
parar la informacion importante de los detalles que distraen. Si borramos los edificios de un
mapay conservamos unicamente los lugares y las conexiones entre ellos, todavia podemos
estudiar rutas, atascos, contactos o posibilidades de contagio. Esa capacidad de convertir
una situacion real en una estructura sencilla es una de las grandes ideas de las matematicas
discretas.

3.1. UNA RED PUEDE CONVERTIRSE EN UN DIBUJO

Antes de poner nombres complicados, imaginemos que queremos orientar a una persona
nueva por el I[ES Salmedina. Tiene que moverse entre las dos entradas, el patio, la biblioteca
y las salas de trabajo, pero no necesitamos dibujar cada pasillo ni cada puerta. Basta con
sefialar los lugares importantes y unir los que estdn comunicados directamente.
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Problema inicial: El mapa del instituto

En el IES Salmedina distinguimos seis zonas. Hagamos un dibujo con las conexiones
directas siguientes:

» Entrada A con Patio

= Entrada B con Patio y con Sala de profesores

» Patio con Sala de tecnologia

= Biblioteca con Sala de profesores y con Sala de tecnologia

Dos zonas se unen cuando se puede ir de una a otra sin pasar por una tercera. ;Qué
informacién necesitamos para responder a estas preguntas?

a) ;Existe una ruta desde Entrada A hasta Biblioteca?
b) ;Qué zona tiene més conexiones? ;Cudl tiene menos?

¢) ;Podemos encontrar una ruta que pase por las seis zonas sin visitar dos veces la
misma?

. J

Un grafo es un par G = (V, E). El conjunto V contiene los vértices, que representan
lugares, personas u objetos, y el conjunto E contiene las aristas, que representan las
relaciones entre dos vértices.

El niimero de vértices se llama orden del grafo y el nimero de aristas se llama tamafo.
En un grafo simple no hay aristas que unan un vértice consigo mismo ni dos aristas
distintas que unan el mismo par de vértices.
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En la imagen, cada circulo es un vértice y cada segmento es una arista. Las lineas azu-
les representan las conexiones del IES Salmedina. La ruta naranja propone ir desde
Entrada A hasta Biblioteca pasando por Patio y Sala de tecnologia

ENTRADA

ssms= Ruta propuesta Conexién

a2l

El grafo tiene seis vértices y seis aristas. El Patio es la zona con més conexiones, pues
enlaza Entrada A, Entrada B y Sala de tecnologia. Entrada A tiene una sola conexién
y es, por tanto, una hoja del grafo. Para la teoria de grafos no importa la forma exacta
del edificio: importa qué zonas estan conectadas.

Propiedades
Un mismo grafo puede representarse de varias maneras:
= mediante un dibujo de puntos y lineas

= mediante una lista de vecinos, escribiendo junto a cada vértice los que estan
conectados con €l

= mediante una matriz de adyacencia, colocando un 1 si hay conexién y un 0 si no
la hay

Si las conexiones se pueden recorrer en ambos sentidos, hablamos de grafo no diri-
gido. Si una conexién tiene sentido, como un enlace que lleva de una pdagina a otra,
usamos un grafo dirigido. Cuando cada conexion lleva asociado un tiempo, una dis-
tancia o un precio, tenemos un grafo ponderado.
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3.2. VECINOS, GRADOS Y EL APRETON DE MANOS

En una red es util saber cudntas conexiones tiene cada elemento. En una clase, por ejemplo,
el grado de una persona puede representar cuantos colegas tiene; en una red de carreteras,
cuantas carreteras salen de una ciudad.

Dos vértices son adyacentes si existe una arista que los une. El grado de un vértice v,
escrito deg(v), es el numero de aristas que llegan a él en un grafo no dirigido.

En esta red, el nimero naranja junto a cada nombre es su grado. Ana, Carla, Dani y
Eva tienen tres conexiones, mientras que Bruno y Fran tienen dos

3 2

3 2

{ suma de grados = 2 X nimero de aristasj

Si contamos los grados obtenemos 3+2+3+3+3+2 = 16. Como cada amistad se
cuenta desde sus dos extremos, el grafo tiene 16/2 = 8 aristas.

Proposicion 1: Lema del apreton de manos

En todo grafo no dirigido finito se cumple

Y deg(v) =2|E]|
veV

| r

Demostracion

Contemos las aristas una a una. Cada arista tiene dos extremos, asi que afiade exacta-
mente una unidad al grado de cada uno de sus dos vértices. Por tanto, al sumar todos
los grados, cada arista aparece exactamente dos veces. Si hay |E| aristas, la suma total
es 2|E]|.

o
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Una consecuencia curiosa es que el numero de vértices de grado impar siempre es
par. Los grados impares tienen que aparecer en parejas para que la suma total pueda
ser par.

3.3. CAMINOS, CICLOS Y CONECTIVIDAD

Cuando usamos un GPS no nos interesa inicamente si dos lugares estdn conectados: que-
remos saber si existe una ruta concreta y qué ocurre si una carretera queda cortada. Para
hablar con precisién debemos distinguir varias formas de recorrer un grafo.

Problema inicial: ;Puede llegar el repartidor?

Un repartidor sale del almacén y debe entregar un paquete en la biblioteca. Algunas
calles estdn cortadas por obras. ;Basta con saber que el mapa tiene muchas calles o
necesitamos comprobar que existe una secuencia de conexiones que una ambos lu-
gares?

Un recorrido es una sucesion de vértices consecutivos unidos por aristas. Un camino
es un recorrido en el que no se repite ningtin vértice. Un sendero no repite aristas,
aunque puede volver a pasar por un vértice. Un ciclo es un camino cerrado: comienza
y termina en el mismo vértice y no repite los demds

Un grafo es conexo si existe un camino entre cualquier par de vértices. Si no es conexo,
sus partes maximas conexas se llaman componentes conexas.

La sucesion A— B —C—D esun camino de A a D. Si ademads existen las aristas D— Ay
C - A, entonces A— B— C— Aesun ciclo. Una arista que, al eliminarla, separa el grafo
en dos partes se llama puente: es la carretera que nadie quiere encontrar cortada justo
el dia de su examen.

Propiedades

Para estudiar la conectividad podemos seguir este pequefio guion:
1. Elegir un vértice de partida

2. Marcar todos sus vecinos

3. Continuar marcando los vecinos de los vértices ya alcanzados
4. Comprobar si todos los vértices han quedado marcados

Este procedimiento es laidea bédsica de una busqueda en anchura o en profundidad. Si
al terminar quedan vértices sin marcar, el grafo tiene més de una componente conexa.
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3.4. GRAFO PONDERADO: CUANDO CADA CALLE CUESTA ALGO

En un mapa real, dos rutas con el mismo ntimero de calles pueden tardar tiempos muy di-
ferentes. Una carretera puede medir mas, tener trafico o cobrar peaje. Para incluir esa infor-
macion asignamos un peso a cada arista.

Problema inicial: El GPS del repartidor

El repartidor puede ir del almacén al cliente por varias rutas. Una tiene pocas calles
pero mucho tréfico; otra es mas larga, aunque estd despejada. ;Qué significa exacta-
mente que una ruta sea la mejor? ;La que usa menos aristas, la que recorre menos
kilémetros o la que llega antes?

Un grafo ponderado es un grafo en el que cada arista tiene asociado un namero lla-
mado peso. El peso puede representar una distancia, un tiempo, un coste o cualquier
otra magnitud.

El peso de un camino es la suma de los pesos de sus aristas. Un camino minimo entre
dos vértices es un camino cuyo peso total es el menor de todos los caminos que unen
esos vértices.

El dibujo muestra una red de calles con los tiempos estimados en minutos. La ruta
naranja no tiene por qué usar menos aristas, pero si es la de menor tiempo total entre
el almacén y el cliente

Cliente
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Para comparar dos rutas sumamos sus pesos. El GPS hace esta comparacién muchas
veces por segundo, aunque no nos ensefie todas las cuentas en pantalla.

Propiedades

sUna forma de encontrar la ruta mds corta?: El algoritmo de Dijkstra (valido si ningun
peso es negativo).

1. Al punto de partida le asignamos distancia 0. A todos los demds vértices les asig-
namos distancia provisional co, porque todavia no conocemos ninguna ruta hasta
ellos.

2. Elegimos el vértice no visitado que tenga la menor distancia provisional. Ese sera
el siguiente punto que podemos considerar seguro.

3. Marcamos ese vértice como visitado. A partir de ahora, su distancia ya no cambia-
rd: con pesos no negativos, cualquier ruta que pasara por otro vértice no visitado
tendria que afiadir una distancia mayor o igual que cero.

4. Revisamos sus vecinos. Para cada vecino, comparamos su distancia actual con la
distancia que obtendriamos pasando por el vértice recién visitado:

distancia nueva = distancia hasta el vértice visitado
+peso de la nueva arista

Si la distancia nueva es menor, sustituimos la anterior.

5. Repetimos los pasos 2, 3 y 4. Podemos detenernos cuando el destino quede mar-
cado como visitado, porque en ese momento ya hemos encontrado su distancia
minima.

Ademads de guardar la distancia, conviene anotar desde qué vértice hemos llegado
a cada punto. Al recorrer esas anotaciones hacia atrds podemos reconstruir la ruta
completa, no solo conocer su longitud.

No es magia: Dijkstra organiza la informacioén para que nunca tengamos que revisar
una ruta que ya sabemos que no puede mejorar la solucién. Si aparecen pesos negati-
vos, este razonamiento deja de ser valido y debemos utilizar otro algoritmo.

3.5. RECORRER TODAS LAS CALLES: CAMINOS EULERIANOS

En 1736, Leonhard Euler recibi6é un problema aparentemente inocente de la ciudad de Ko-
nigsberg. La ciudad tenia cuatro zonas de tierra unidas por siete puentes. La pregunta era
si se podia salir de un punto, cruzar cada puente exactamente una vez y, quizd, regresar al
punto de partida.
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Problema inicial: Los siete puentes

Podemos dibujar cada zona de tierra como un vértice y cada puente como una arista.
Antes de intentar rutas a lo loco, ;qué informacion sobre los grados de los vértices nos
podria avisar de que el paseo es imposible?

Un camino euleriano recorre todas las aristas de un grafo exactamente una vez. Si
ademads comienza y termina en el mismo vértice, se llama circuito euleriano.

Teorema 1: Criterio de Euler

Sea G un grafo finito, no dirigido y conexo, ignorando los vértices aislados. Entonces:
= G tiene un circuito euleriano siy solo si todos sus vértices tienen grado par

= G tiene un camino euleriano que no es circuito siy solo si exactamente dos vér-
tices tienen grado impar.

El esquema representa las cuatro zonas de tierra y los siete puentes. Todos los vértices
tienen grado impar. Por el criterio de Euler, no existe un paseo que cruce cada puente
exactamente una vez

7 puentes

ctodos una vez?

Euler no tuvo que probar todas las rutas posibles: conté grados y demostré que el
paseo era imposible antes de ponerse las botas.
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3.6. VISITAR CADA LUGAR UNA SOLA VEZ: CAMINOS
HAMILTONIANOS
Los problemas de Euler se fijan en las aristas. En otros problemas lo importante es visitar

cada vértice una sola vez. Es la diferencia entre pasar por todas las carreteras y entregar un
paquete en cada ciudad sin repetir ciudad.

Problema inicial: La ruta del viajero

Una persona quiere visitar varias ciudades, volver a la ciudad inicial y no repetir nin-
guna parada. ;Como se diferencia este objetivo de cruzar cada carretera exactamente
una vez?

Definicion

| '
\

Un camino hamiltoniano visita todos los vértices exactamente una vez. Si termina en
el vértice donde comenzd, tenemos un ciclo hamiltoniano.

r
\

Un recorrido euleriano controla las aristas: cada calle debe aparecer una sola vez. Un
recorrido hamiltoniano controla los vértices: cada ciudad debe visitarse una sola vez.
Un grafo puede tener uno de los dos, los dos o ninguno.

Esta distincion aparece en logistica, en la planificacion de rutas y en la organizacion de
visitas. Para decidir si existe una ruta hamiltoniana no tenemos un criterio tan sencillo
como el de Euler, por lo que conviene experimentar con grafos pequefios y justificar
cada paso.

3.7. ARBOLES: REDES SIN VUELTAS INUTILES

Unared de ordenadores, un menu de carpetas o el organigrama de un instituto suelen tener
una estructura ramificada. Los drboles son grafos conectados que no contienen ciclos: para
llegar de un punto a otro no hay dos caminos alternativos escondidos.

Un arbol es un grafo no dirigido, conexo y sin ciclos. Un vértice de grado 1 se llama
hoja.

Proposicion 2: Propiedades basicas de los arboles

| '

Si un arbol tiene n vértices, entonces tiene n — 1 aristas. Ademads, entre cada par de
vértices existe un tnico camino. Si afiadimos una arista nueva, aparece un ciclo; si
eliminamos cualquier arista, el grafo deja de ser conexo.

7~
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Demostracion

Podemos construir un drbol empezando con un vértice y afiadiendo cada nuevo
vértice unido por una Unica arista a la parte ya construida. Cada incorporacién su-
ma un vértice y una arista, asi que al terminar con n vértices hemos usado n—1 aristas.

Si hubiera dos caminos diferentes entre dos vértices, su unién contendria un ciclo. Por
tanto, en un arbol el camino es tnico. Al afiadir una arista, sus extremos ya estaban
unidos por ese camino y se forma un ciclo; al quitar una arista de ese camino, los
extremos quedan separados.

Queremos conectar seis ordenadores de un laboratorio de forma que todos tengan ac-
ceso alared y no gastemos cable innecesario. Una red con estructura de arbol necesita
exactamente cinco conexiones. Si afiadimos una sexta, ganamos una ruta alternativa,
pero aparece un ciclo.

g ™ ™)
| % .
| { Arbol: 6 ordenadores, 5 cables ] o (Un cable extra: aparece un ciclo ] &
| =
0 1 8
REDES o P RIS MISMO
CONECTAN SIN cncm} ’%TG(;IHC A 6 ORDENADORES
EAS TODO EST) AHORA
l? - CONECTADO REDUNDANCIA Y o 010
v & N

PC3 |

CLIIIIId--
Wl swirch

CLLIIITII ).

5

KCH
4

Ciclo: PC2 - PC1->PC3>PC2

=== ¢ cables en total I

: 7 . Una ruta simple
vV WATEMATICAS 2 dePC2aPCs
— ACHILLERAT

yV*

MATEMATICAS

BACHILLERATO

Este ejemplo muestra una decisién habitual en redes: un drbol ahorra material, mien-
tras que una conexion extra aporta redundancia. La matemadtica permite ver con cla-
ridad qué propiedad ganamos y cudl sacrificamos.

3.8. COLOREAR SIN QUE SE CHOQUEN LOS VECINOS

Colorear un grafo no significa sacar las ceras de primaria. Significa asignar etiquetas de modo
que dos vértices adyacentes no reciban la misma. Las etiquetas pueden representar horarios,
aulas, frecuencias de radio o dias de examen.
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Problema inicial: Un horario sin exdmenes solapados

En una clase, dos asignaturas se unen si tienen alumnado en comun. Dos asignaturas
unidas no pueden celebrarse a la misma hora. ;Cudntas franjas horarias necesitamos
como minimo?

Una coloracién propia de un grafo asigna un color a cada vértice de modo que los
vértices adyacentes tengan colores distintos. El menor niimero de colores que permite
hacerlo se llama nimero cromatico y se escribe y (G).

En el esquema, cada circulo representa una asignatura y cada color una franja horaria.
Las asignaturas unidas por una linea nunca comparten color.

8:00

9:00

10:00

11:00

12:00

3 colores

@00

Su ntimero cromatico entonces seria
x(G) =3

La coloracion sirve para fabricar un horario sin conflictos. La misma idea organiza
canales de radio, turnos de trabajo o registros de memoria en un programa.
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Al colorear podemos buscar una solucion de forma ordenada:
1. Elegir un vértice con muchas conexiones
2. Asignarle el primer color disponible

3. Continuar con los vértices adyacentes, evitando los colores ya usados por sus veci-
nos

4. Comprobar si podemos reducir el niimero de colores

Este procedimiento voraz suele encontrar una coloraciéon rapidamente, pero no siem-
pre garantiza que use el minimo ntimero de colores. Esa diferencia entre encontrar
una solucién y demostrar que es la mejor serd una de nuestras preguntas favoritas.
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EJERCICIOS

Trabajo individual. Estos ejercicios recorren las ideas fundamentales de la teoria de grafos:
representar una red, contar conexiones, buscar rutas, trabajar con pesos, recorrer aristas,
visitar vértices y colorear sin conflictos. En cada problema escribe primero qué representan
los vértices y las aristas. Un dibujo pequeno suele ahorrar muchas cuentas y bastante drama
matematico.

Tiempo orientativo: dos sesiones de 50 minutos.

Ejercicio 1 — El mapa del IES Salmedina

Usa las abreviaturas A (Entrada A), B (Entrada B), P (Patio), T (Sala de tecnologia), L
(Biblioteca) y S (Sala de profesores). Las conexiones directas son

AP, BB BS, PT, TL, LS
a) Escribe lalista de vecinos de cada vértice
b) Calcula el grado de cada zona y el nimero de aristas
¢) Construye la matriz de adyacencia en el orden A,B,P T,L,S

d) Comprueba el lema del apretén de manos.

Ejercicio 2 — Quién conecta con quién en Instagram

En una red de cuentas del instituto, una flecha X — Y significa que la cuenta X sigue
ala cuenta Y. Las flechas son

S—-M,S-C, M-C, M—-R C—-RR—-C,U-S5U—-M

donde S es @Salmedina, M es @MatesEn3Min, C es @CienciaJoven, R es @Rob6ética-
Salmedina y U es @CulturaSalmedina

a) Calcula el grado de entraday el grado de salida de cada cuenta
b) ;Qué cuenta recibe més conexiones?

¢) Encuentra una cadena de seguimiento desde @Salmedina hasta @RobéticaSalme-
dina.

-
.
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Ejercicio 3 — El grupo privado y el apreton de manos

En un grupo privado de unared social participan siete estudiantes. Sus grados de amis-
tad son
3,2,4,1,2,3, x

Se sabe que la red contiene exactamente 10 amistades
a) Determina x
b) Comprueba que la suma de grados coincide con el doble del niimero de amistades

¢) ;Cudntos vértices de grado impar aparecen?

Ejercicio 4 — El paquete que debe llegar

Una empresa de reparto simplifica su mapa con siete centros A, B,C, D, E, F,G. Las co-
nexiones son

AB, AC, BD, CD, DE, EF, FG
a) Encuentra un camino de A a G con el menor ntimero de aristas posible
b) Identifica las aristas que son puentes

¢) ;Qué componentes quedan si se cierra la conexién DE?

(
.

Ejercicio 5 — Laruta mas rapida de Amazon

Un repartidor utiliza el siguiente grafo ponderado. Los ntimeros indican minutos esti-
mados:
Conexion | Tiempo
Almacén-A 2
Almacén-B
A
B--C
A--D
C--D
C — —Cliente
D — —Cliente

L e -RECCIEEN I \CRN&) Bie )

a) Calcula el tiempo total de las rutas Almacén-A-D-Cliente vy
Almacén-A-C-D-Cliente

b) Encuentra la ruta minima desde el almacén hasta el cliente

c) Escribe las etiquetas definitivas que asignaria Dijkstra a A, B, C, D y al cliente.
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Ejercicio 6 — Un paseo euleriano por el laboratorio

Considera el grafo con aristas
AB, BC, CD, DA, AC, CE, EA
a) Calcula todos los grados y decide si existe un circuito euleriano
b) Escribe un circuito euleriano

¢) Elimina la arista EA. ;Qué tipo de recorrido euleriano queda y entre qué vértices
comienzay termina?

| r

Ejercicio 7 — Laruta de las ciudades
Un servicio de transporte conecta seis ciudades A, B,C, D, E, F con las aristas
AB, BC, CD, DE, EF, FA, AD, BE, CF
a) Escribe un ciclo hamiltoniano
b) Calcula el grado de cada vértice

c) j;Puede existir un camino euleriano en este grafo? Justifica la respuesta.

Ejercicio 8 — Cableado sin vueltas

| (

Una red de siete dispositivos tiene las conexiones
SA, SB, AC, AD, BE, EF
donde S es el servidor
a) Justifica que el grafo es un arbol
b) Encuentra el camino tinico de C a F

c) ;Qué ciclo aparece si afiadimos la conexién DF?

(
.

Ejercicio 9 — Un horario sin choques

Seis asignaturas se representan por M (Matematicas), F (Fisica), Q (Quimica), I (Infor-
matica), B (Biologia) y H (Historia). Dos asignaturas estdn unidas si tienen estudiantes
en comun. Las aristas son

MF, MQ, FQ, FI, QB, IB, BH
a) Colorea el grafo usando tres colores
b) Interpreta los colores como tres franjas horarias

c¢) Justifica que no bastan dos colores.

~

o3}
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Ejercicio 10 — Dos clics para llegar a una cuenta

En una red dirigida aparecen las cuentas S (@Salmedina), M (@MatesEn3Min), C
(@CienciaJoven) y R (@RobdéticaSalmedina). Sus conexiones son

S—M, S—-C, M—-C, M—R C—R, R—M
En el orden S, M, C, R, escribe la matriz de adyacencia A
a) Calcula cuantos recorridos dirigidos de longitud 2 van desde S hasta R
b) Calcula cudntos recorridos dirigidos de longitud 3 van desde S hasta M

c) ;Puede alcanzarse S desde alguna de las otras cuentas?
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