CUADERNO DE TRABAJO - IES SALMEDINA

DESAFIOS MATEMATICOS

TOMO 4

Estrategias de problemas

oL
xayS
Eln' PREPARAMATES.COM

2.2 de Bachillerato - Ciencias

Teoria y ejercicios - Cuadernillo del alumnado

Francisco José Valladares Herrera

Curso 2026-2027



INDICE GENERAL

4. Estrategiasy técnicas para problemas
4.1. Experimentar antes que demostrar . . . . . . . .. ...t
4.1.1. Leer conintencionyprobarconorden . ... ... .............
4.1.2. Deunatabla aunaexplicaciongeneral . . ... ... ... .........
4.1.3. Buscar fallos tambiénesavanzar . . . . ... ... ..............
4.1.4. Resolver un problema a partir de otros mds pequefios . . . ... ... ..
4.2. Problemasconjuegos . . . . .. .. .. ... e e
4.2.1. Entender las reglas y mirar desdeelfinal . ... ... ............
4.2.2. Cambiar unareglayrevisarlaestrategia ...................
4.2.3. Simetria: responder haciendodeespejo . ... ... ... .........
4.2.4. Invariantes: detectar lo que no puede cambiar. . . . ... ... ... ...
4.3. Principiodel palomar . ... ... ... .. ... . ... . e
4.3.1. Mas objetos que lugares disponibles. . . . ... ... .. ... ... . ...
4.3.2. Cajasquenosevenasimplevista . . .....................
4.3.3. Delrecuentoaunadistancia . ... ......................
4.3.4. Un paso mads: contarrelaciones . . ......................
4.4. Estrategiasalgebraicas . . . . ... ... .. ... . ... . ...
4.4.1. Traducir el texto y poner condicionesalasletras .. ............
4.4.2. Reconocer estructuras antesdedesarrollar . . . . . ... ... .......
4.4.3. Factorizar para encontrar todas las posibilidades . . . ... ... ... ..
4.4.4. Completar cuadrados para justificar unmaximo ... ...........
4.4.5. Cambiar de variable para simplificar lo que serepite . . . . ... ... ..
4.4.6. No perder soluciones ni aceptarintrusas . . . ... ... ..........
4.5. Problemas mixtosdeolimpiadas . . . ... ... ... .. ... .. ... . . .. ..

Ejercicios

Bibliografia y webgrafia

IES Salmedina - Desafios matematicos



ToMO 4

ESTRATEGIAS Y TECNICAS PARA PROBLEMAS

Lees un problema. Lo vuelves a leer. Miras el techo, por si alli aparece una pista. Nada.
Bien: este capitulo empieza precisamente en ese momento. Resolver problemas también se
aprende.

En los tres primeros tomos reunimos herramientas para contar, trabajar con restos y estu-
diar redes. Ahora vamos a practicar algo igual de importante: decidir qué hacer cuando el
enunciado no te dice qué herramienta utilizar. Aprenderemos a comprender qué se pide,
organizar la informacién, ensayar ideas y explicar por qué una solucién funciona.

Buscaremos patrones, estrategias en juegos, coincidencias inevitables y relaciones algebrai-
cas. Conviene avanzar con papel, ldpiz y curiosidad. La inspiracion puede llegar tarde; un
primer intento puede empezar ya.

Un pequeifio acuerdo. Explora cada problema inicial unos minutos antes de leer su
resolucién. Anota una prueba, una duda o un caso pequefio y después compara tu
camino con el del ejemplo.

Si te atascas, completa esta frase: «Sé que. .., he probado que... y me falta averiguar. . . ».
Concretar la dificultad ayuda a buscar una salida.
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4.1. EXPERIMENTAR ANTES QUE DEMOSTRAR

Problema inicial: Un mural de fotos que no para de crecer

Para una exposicién del instituto empezamos con una foto cuadrada. En cada paso
afladimos una columna a la derecha y una fila arriba para obtener un cuadrado con
una foto mas por lado. La esquina nueva se coloca una sola vez, que imprimirla dos
veces no da puntos extra.

En los primeros pasos afiadimos 1, 3,5, 7,... fotos, contando la foto inicial como el pri-
mer paso. ;Cudntas habra en total en el paso 20? Busca una explicacién que sirva tam-
bién para cualquier otro paso.

~

4.1.1. LEER CON INTENCION Y PROBAR CON ORDEN

Antes de calcular, distingue los datos, las condiciones y lo que se pide. En el mural, el paso 20
no significa «afiadir 20 fotos»: significa haber construido el vigésimo cuadrado. Una palabra
mal interpretada puede cambiar el problema entero.

Propiedades
Estas preguntas ayudan a convertir un enunciado en una investigacion:

1. 3Qué debo entregar? Un ejemplo, todos los casos, un nimero, una demostracion o
el mejor resultado posible.

2. ;Qué esta permitido? Sefiala condiciones como «distintos», «enteros», «exacta-
mente» 0 «COMO MAximon.

3. 3Qué caso pequeiio puedo resolver? Reduce el tamafio sin cambiar las reglas que
importan.

4. ;Cémo registro lo que ocurre? Una tabla, un dibujo o una lista ordenada permiten
comparar los intentos.

5. 3;Qué parece mantenerse? Formula una idea precisa y busca tanto casos favorables
como posibles fallos.

No necesitas adivinar el método a la primera. Cada intento deberia dejarte alguna in-
formaci6én que no tenias antes.

| V

Definicion
Una conjetura es una afirmaciéon que sospechamos verdadera, pero que todavia no

hemos demostrado.

Un contraejemplo es un caso que cumple las condiciones del enunciado y contradice
una afirmacién que se pretendia valida para todos esos casos.

Una demostracion es un razonamiento que, a partir de las hipotesis y de resultados
conocidos, justifica la afirmacion en todos los casos que esta abarca.

w
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4.1.2. DE UNA TABLA A UNA EXPLICACION GENERAL

Resolvamos el problema inicial siguiendo tres pasos.

a) Observamos. Contamos las fotos nuevas y el total acumulado, que son cantidades

diferentes.
Paso 1 2 3 4
Fotosnuevas |1 3 5 7
Fotosentotal |1 4 9 16

La tabla sugiere que en el paso n hay n? fotos.

b) Explicamos la estructura. Para pasar del cuadrado de lado n—1 al de lado n, afia-
dimos una columna de n — 1 fotos y una fila de n fotos. En total anadimos

(n-1)+n=2n-1
Las capas encajan sin dejar huecos ni superponerse.

¢) Concluimos. Tras el paso n, las fotos forman exactamente 7 filas de n fotos. Por
tanto, para todo entero n =1,

143454+ @2n—1) = n?

En el paso 20 habra 400 fotos; solo en ese tltimo paso se habrén afiadido 39.

Un cuadrado que crece por capas

Cada color nuevo afiade una fila y una columna, sin repetir la esquina.

Paso 1 Paso 2 Paso 3 Paso 4
HEER
L

1 foto en total 4 fotos en total 9 fotos en total 16 fotos en total
+1 en este paso +3 en este paso +5 en este paso +7 en este paso

1+34+5+7=42=16

En el paso n: 2n — 1 fotos nuevas y n? fotos en total.

Qué conviene aprender. El dibujo de cuatro pasos ayuda a descubrir la idea; la des-
cripcién de coémo se construye cualquier paso es lo que justifica la férmula general.

Probar muchos casos no equivale a demostrar. Una calculadora o una hoja de calculo
pueden producir una tabla enorme y seguir sin explicar qué ocurre después. Si el pro-
blema tiene un numero finito de casos y los revisamos fodos con un procedimiento
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fiable, si podemos obtener una demostracion por casos. La diferencia esta en «todos»,
no en lo impresionante que sea la tabla.

4.1.3. BUSCAR FALLOS TAMBIEN ES AVANZAR

En un video aparece esta afirmacién: «Para cualquier entero n = 0, el nimero n? + n +
41 es primo». Las primeras pruebas parecen darle la razén.

n |0 1 2 3
n+n+41|41 43 47 53

En lugar de seguir probando sin direccién, buscamos un valor que haga aparecer el
factor 41. Si elegimos n = 40, obtenemos

40% +40+41 = 1681 =412

Este nimero no es primo. Por tanto, la afirmacién es falsa.

El contraejemplo no dice que la formula nunca produzca primos: acaba de producir
varios. Dice que no los produce siempre. Un solo fallo basta para desmontar ese «para
cualquier».

Al multiplicar dos enteros consecutivos obtenemos resultados como 2:3=6,5-6 =30
y 8-9 =72. Conjeturamos que el producto siempre es par.

Para justificarlo, llamamos n al primero. Los ntimeros son n y n+ 1. Si n es par, el
producto tiene un factor par; si n es impar, n+ 1 es par y ocurre lo mismo. Estas dos
posibilidades abarcan a todos los enteros.

Por tanto, n(n + 1) es par para cualquier entero n, incluidos el cero y los negativos.

Hemos pasado de tres ejemplos concretos a un argumento que no depende de cudles
sean los nimeros.

4.1.4. RESOLVER UN PROBLEMA A PARTIR DE OTROS MAS PEQUENOS

Unarelacion de recurrencia expresa el resultado de un problema mediante resultados

de casos mas pequefios del mismo tipo. Necesita casos iniciales conocidos para poder
empezar.
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Un robot que graba una exposicion se mueve por una cuadricula. Parte de (0,0) y
quiere llegar a (3,2). En cada movimiento avanza una unidad hacia la derecha o una
hacia arriba. No hay obstaculos ni se permiten otros movimientos. Contaremos sus
rutas.

La pregunta titil es c6mo puede terminar una ruta. Para llegar a (3,2), el robot debe
venir de (2,2) o de (3,1). Las dos opciones son distintas y ninguna ruta puede acabar
de ambas maneras a la vez.

Si R(a, b) es el numero de rutas hasta (a, b), para a, b = 1 tenemos
R(a,b)=R(a-1,b)+ R(a,b-1)

Sobre cada eje solo hay una ruta: todo a la derecha o todo hacia arriba. Asi,
R(a,0) = R(0, b) =1, también en el origen, donde contamos la ruta sin movimientos.

Completamos la tabla sumando el valor de la izquierda y el de abajo.

—

Hay 10 rutas. La regla funciona porque clasifica todas las llegadas posibles sin repetir
ninguna. El robot no necesita inspiracién: necesita recordar de dénde puede venir.

Consejo de profe. Cuando descubras un patrén, anade una frase que empiece por «Es-
to ocurre porque...». Si solo puedes responder «porque me sale en la tabla», todavia
tienes una conjetura interesante y una explicaciéon pendiente.

4.2. PROBLEMAS CON JUEGOS

Ganar una partida puede deberse a una buena decisién o a un despiste del rival. Encon-
trar una estrategia ganadora exige algo mas: saber responder incluso cuando la otra persona
juega lo mejor posible. Aqui el «es que tuve mala suerte» tendra poco recorrido.

Problema inicial: La dltima ficha de bateria

Un juego de mesa representa la bateria de un robot mediante 21 fichas. Juegan dos
personas por turnos. En cada turno se retiran 1, 2 o 3 fichas, sin retirar més de las que
quedan. Gana quien retira la tiltima ficha.

Si puedes decidir quién empieza, ;qué eliges? Ensaya primero con montones peque-
fios y busca una regla que permita responder a cualquier jugada rival.
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4.2.1. ENTENDER LAS REGLAS Y MIRAR DESDE EL FINAL

En esta seccion estudiaremos juegos sin azar, con toda la informacién visible y con partidas
que terminan tras un nimero finito de jugadas. Antes de investigar, hay que saber quién
mueve, qué puede hacer y qué condicion decide la victoria. Cambiar una sola regla puede
cambiar por completo la respuesta.

Una posicion describe el estado del juego y a quién le toca mover. Una estrategia
indica qué jugada escoger en cada situacién que pueda presentarse.

Una estrategia es ganadora si garantiza la victoria frente a cualquier respuesta legal
del rival.

En un juego finito de dos personas, sin azar ni empates, una posicion es ganadora
para quien debe mover si dispone de una estrategia ganadora. Es perdedora si, frente
aunrival que juega correctamente, no puede evitar la derrota.

Propiedades

| r

Para los juegos en los que pierde quien no puede mover, podemos clasificar posicio-
nes empezando por el final:

1. Una posicion sin jugadas legales es perdedora.

2. Una posicion es ganadora si existe alguna jugada que deja al rival en una posicion
perdedora.

3. Una posicion es perdedora si todas sus jugadas dejan al rival en posiciones gana-
doras.

Las palabras «existe alguna» y «todas» hacen trabajos diferentes: para ganar basta en-
contrar una buena opcioén; para demostrar que una posicion es perdedora hay que
descartar todas las opciones.

Volvemos al juego de la bateria. Escribimos P para una posiciéon perdedora y G para
una ganadora, siempre desde el punto de vista de quien debe jugar.

Fichas restantes‘ 01 2 3 4 5 6 7 8
Tipo /P GGGPGGGP

Con 1, 2 o 3 fichas, las retiramos todas y ganamos. Con 4, cualquier jugada deja al
rival entre 1y 3, asi que le entrega la victoria. Desde 5, 6 o 7 podemos dejar 4. Desde 8,
todas las jugadas dejan una de esas posiciones ganadoras.

EN|
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El patron sugiere que conviene dejar un muiltiplo de 4 al rival. Con 21 fichas, empe-
zamos retirando una y dejamos 20. Después respondemos asi:

El rival retira ‘ 1 2
Nosotros retiramos \ 3 2

3
1
Cada pareja de turnos retira exactamente 4 fichas. Tras nuestras jugadas quedan

20,16,12,8,4,0, y retiramos la tltima.

Tres jugadas del rival. Una misma respuesta final.

Se retiran 1, 2 o 3 fichas por turno. Gana quien retira la Gltima.

TURNO DEL RIVAL TU RESPUESTA
8 retira 2 _( 6 ) retiras 2 4
= .

retirg 3 retiras 1
Fichas que dejas Fichas que vuelves
al rival a dejar al rival

Cada pareja de turnos retira 4 fichas: 1 +3=2+2=3+1=14
La misma regla permite dejar 20, 16, 12, 8, 4, 0 fichas.

La imagen muestra las tres respuestas posibles cuando hemos dejado 8 fichas. No pre-
dice qué hara el rival: cubre todas sus opciones.

Proposicion 1: Retirar entre unay m fichas

Sea m = 1 un entero. Dos personas retiran por turnos entre 1 y m fichas de un monton,
sin superar las que quedan. Si gana quien retira la tltima, las posiciones perdedoras
son exactamente aquellas cuyo niimero de fichas es multiplo de m+1, incluido el cero.

Demostracion

Desde un multiplo positivo de m + 1, retirar entre 1 y m fichas deja una cantidad que
no es multiplo de m + 1.

Si, en cambio, quedan g(m + 1) + r fichas, con 1 < r < m, podemos retirar r y dejar un
multiplo de m + 1. Por tanto, siempre podemos responder a una retirada de k fichas
retirando m+1—k.

Esta respuesta es legal: si el multiplo anterior era positivo, habia al menos m + 1 fichas
y, después de la jugada rival, quedan al menos m+ 1 — k. Cada pareja de turnos reduce
el montén en m + 1 fichas hasta llegar a cero. Quien mantiene la estrategia retira las
ultimas. Asi se justifican tanto las posiciones ganadoras como las perdedoras.

<]
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4.2.2. CAMBIAR UNA REGLA Y REVISAR LA ESTRATEGIA

Volvemos a empezar con 21 fichas y se siguen retirando 1, 2 o 3 por turno, pero ahora
pierde quien retira la dltima.

Con una ficha, quien debe jugar pierde. Con 2, 3 o 4, puede dejar una al rival y ganar.
Con 5, cualquier jugada deja 2, 3 0 4, asi que vuelve a ser una posicion perdedora.

Las cantidades que conviene dejar son ahora
1,59 13,17, 21,...

Son las que dejan resto 1 al dividir entre 4. Con 21, elegimos jugar en segundo lugar: si
el rival retira k, retiramos 4 — k. Después de nuestros turnos quedan 17,13,9,5,1. Con
esa ultima ficha, el rival estd obligado a perder.

La respuesta siempre es legal antes de llegar a una ficha, porque al comienzo de ca-
da pareja de turnos quedan al menos 5. La condicién final ha cambiado y, con ella,
las posiciones clave. Por eso leer la tltima frase del enunciado también cuenta como
entrenamiento matemadtico.

4.2.3. SIMETRIA: RESPONDER HACIENDO DE ESPEJO

Hay dos montones de fichas que representan entradas para un festival. Cada turno
permite retirar cualquier cantidad positiva de un solo montén. Gana quien retira la
ultima ficha.

a) Empezamos con 6 y 6. Quien juega en segundo lugar puede copiar en el otro
monto6n la retirada del rival. Si este quita dos de uno, quitamos dos del otro. La
respuesta es legal porque, antes de cada jugada rival, los montones tienen el
mismo tamafo.

Después de nuestra respuesta vuelven a ser iguales. Cuando el rival vacie uno,
vaciaremos el otro y retiraremos la ultima ficha. Por tanto, gana el segundo jugador
si sigue esta estrategia.

b) Empezamos con 7y 5. Ahora quien empieza puede retirar dos del mont6n mayor
y dejar 5y 5. Desde entonces aplica la estrategia espejo y gana.

Qué conviene aprender. No basta decir «copio al rival»: hay que explicar por qué siem-
pre podremos copiar y por qué eso nos garantiza la tiltima jugada.
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4.2.4. INVARIANTES: DETECTAR LO QUE NO PUEDE CAMBIAR

Un invariante es una cantidad o propiedad que se conserva tras cada movimiento
permitido. Si el estado inicial y el objetivo tienen valores distintos de ese invariante, el
objetivo es imposible de alcanzar mediante esos movimientos.

Para decorar el escenario usamos una cuadricula de 6 x 6 casillas, coloreada como
un tablero de ajedrez. Quitamos la casilla de la esquina inferior izquierda y la de la
superior derecha. Queremos cubrir lo que queda con piezas de 1 x 2, horizontales o
verticales, sin solapamientos ni huecos.

Quedan 34 casillas, asi que el drea permitiria usar 17 piezas. Pero tener darea suficiente
es solo una condicion necesaria.

El tablero original tiene 18 casillas de cada color. Las dos esquinas retiradas son del
mismo color; silas llamamos negras, quedan 16 negrasy 18 blancas. Cada pieza cubre
una casilla de cada color. Por tanto, al colocar piezas se conserva la diferencia

Blancas sin cubrir — Negras sin cubrir = 2

Una cobertura completa exigiria que esa diferencia fuera cero. Es imposible. Cambiar
de orientacion las piezas cien veces no arregla el desequilibrio; lo que faltaba era mirar
el color.

Antes de anunciar «ya sé ganar». Comprueba tres cosas: tu respuesta funciona ante
cualquier jugada rival, siempre estd permitida y conduce al final que te interesa. En
una partida, ademads, una cantidad que disminuye en cada turno, como el total de
fichas, puede servir para justificar que el proceso termina.

4.3. PRINCIPIO DEL PALOMAR

Problema inicial: Ocho publicaciones y una semana muy corta

Ocho estudiantes van a publicar una foto cada uno en la cuenta de una exposicion.
Cada persona elige un tnico dia de la misma semana para publicarla, de lunes a
domingo.

;Podemos asegurar que al menos dos publicaciones coincidirdn en un dia, sin saber
qué ha elegido nadie? Intenta evitar esa coincidencia y observa en qué momento te
quedas sin dias.

N

Hay problemas en los que podemos demostrar que algo tiene que ocurrir sin saber exacta-
mente donde ocurrird. No conocemos las elecciones de los ocho estudiantes, pero si cuantas
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personas eligen y cudntos dias hay disponibles. Esa comparacién ya contiene la respuesta.

4.3.1. MAS OBJETOS QUE LUGARES DISPONIBLES

Teorema 1: Principio del palomar

Si distribuimos més de k objetos en k cajas, siendo k = 1, alguna caja contiene al me-
nos dos objetos. Cada objeto debe asignarse a una tinica caja.

Demostracion

Supongamos que ninguna caja contiene dos objetos. Entonces cada una contiene,
como maximo, uno. Como hay k cajas, entre todas podrian contener como maximo k
objetos.

Pero hemos distribuido més de k. Esto contradice la suposicion inicial, asi que alguna
caja tiene al menos dos objetos.

\. J

Las cajas pueden ser dias, restos al dividir, parejas de nimeros o regiones de un dibujo. No
tienen por qué tener tapa. Tampoco hace falta ninguna paloma real, lo cual facilita bastante
la limpieza del aula.

Teorema 2: Versi6n general del principio del palomar

Si N objetos se distribuyen en k = 1 cajas, alguna caja contiene al menos

H

objetos. El simbolo [x], llamado techo de x, representa el menor entero mayor o igual
que x.

| '

Demostracion

Llamemos g = [N/k]. Si todas las cajas tuvieran menos de g objetos, cada una tendria
como méximo ¢ — 1, ya que no podemos tener una fraccion de objeto. En total habria
como maximo k(g — 1) objetos.

Por la definicién de g, se cumple g —1 < N/k, de modo que
k(g—-1) <N

No cabrian los N objetos. Por tanto, alguna caja contiene al menos ¢g. En particular,
kr + 1 objetos en k cajas obligan a que alguna tenga al menos r + 1.

a) Ocho fotos en siete dias. Las fotos son los objetos y los dias son las cajas. Como
8 > 7, alglin dia recibird al menos dos publicaciones. No sabemos cudl, pero la
coincidencia esta garantizada.
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b) Veintidds fotos en siete dias. Algin dia tendra al menos cuatro, porque

%

Si hubiera como méximo tres cada dia, solo podriamos publicar 21. La garantia es
«al menos cuatro», no «exactamente cuatro».

¢) Garantizar cinco en algin dia. Con 28 fotos podrian publicarse cuatro cada dia,
sin llegar a cinco. Con 29, eso ya es imposible. Por tanto, el minimo ntmero de
fotos que fuerza cinco en un dia es 29.

Para demostrar que un nimero es el minimo, hemos hecho dos cosas: ver que funcio-
nay mostrar que con uno menos todavia puede fallar.

Propiedades

La parte creativa suele consistir en elegir bien las cajas.

1. Identifica los objetos y cuenta cuantos hay.

2. Define categorias que incluyan a todos los objetos y asignen cada uno a una sola
categoria.

3. Cuenta las categorias y compara ambas cantidades.

4. Explica qué significa, en el problema original, que dos objetos estén en la misma
caja.

La ultima frase es esencial: encontrar una coincidencia solo sirve si es precisamente la
coincidencia que necesitamos.

4.3.2. CAJAS QUE NO SE VEN A SIMPLE VISTA

Seleccionamos ocho videos de duraciones distintas, medidas en segundos enteros.
Demostraremos que hay dos cuya diferencia de duracién es un multiplo de 7.

Usamos siete cajas: una por cada resto posible al dividir entre 7. Sus etiquetas son
0,1,2,3,4,5,6. Cada video pertenece exactamente a una de esas siete cajas. Como
tenemos ocho videos, dos duraciones, a y b, comparten resto.

Escribimos a=7u+ry b="7v+r. Entonces
a-b=7(u-v)

Asiquela diferencia es multiplo de 7. Ademas es distinta de cero porque las duraciones
eran distintas. La aritmética modular del tomo 2 acaba de entrar por la puerta.
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En un sorteo hay diez tarjetas numeradas del 1 al 10. Elegimos seis distintas. Demos-
traremos que entre ellas hay dos cuyos nimeros suman 11.

Agrupamos las diez tarjetas en cinco cajas:

{1,104, {2,9}, {3,8}, {4,7}, {56}

Diseia las cajas pensando en lo que quieres encontrar

Diez tarjetas, cinco parejas. Elegimos seis tarjetas distintas.

Pareja 1 Pareja 2 Pare Pareja 4 Pareja 5
1 9 3//8| |a]|7| |5||6]
1+10=11 24+9=11 3+8=11 4+7=11 54 6=11

6 tarjetas elegidas > 5 parejas

Alguna pareja contiene dos tarjetas elegidas: sus nimeros suman 11.

Las seis tarjetas elegidas se reparten entre esas cinco cajas. Alguna caja debe contener
dos de las elegidas. Como cada caja tiene exactamente los dos nimeros que suman
11, encontramos la pareja buscada.

Con cinco tarjetas no se puede garantizar: podriamos elegir 1,2, 3,4,5. Por tanto, seis
es el minimo que fuerza la pareja. La estrategia ha sido disefiar las cajas a partir del
resultado que queriamos conseguir.

4.3.3. DEL RECUENTO A UNA DISTANCIA

Colocamos cinco puntos en un cuadrado de lado 2 metros; cada punto representa la
posicion de una cdmara. Demostraremos que dos estdn a una distancia no mayor que
v/2 metros.

Dividimos el cuadrado en cuatro cuadrados de lado 1. Para no contar dos veces los
puntos situados en una division, asignamos los de la linea vertical central a la derecha
y los de la horizontal central a la parte superior. El centro pertenece al cuadrado
superior derecho.

Hay cinco puntos y cuatro regiones, asi que dos puntos pertenecen a la misma region.
Dentro de un cuadrado de lado 1, sus diferencias horizontal y vertical son como mé-
ximo 1. Por Pitdgoras, su distancia d cumple

d><12+12=2 = d=<V2

El argumento garantiza la existencia de una pareja cercana. No determina cuél serd ni
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obliga a que su distancia sea exactamente /2.

4.3.4. UN PASO MAS: CONTAR RELACIONES

Ocho estudiantes comparan sus cuentas de una red social. Diremos que dos cuentas
estan conectadas si sus propietarios se siguen mutuamente. Contamos solo conexio-
nes entre estas ocho cuentas, sin contar a una cuenta como conectada consigo misma.

Demostraremos que dos estudiantes tienen el mismo nimero de conexiones dentro
del grupo. Ese namero puede estar entre 0y 7, lo que parece dar ocho cajas para ocho
estudiantes. A primera vista no nos sobra nadie.

Pero las cajas 0 y 7 no pueden estar ocupadas a la vez: si alguien estd conectado con
las otras siete personas, nadie puede tener cero conexiones. Por tanto:

a) Sialguien tiene cero conexiones, todos los nimeros estan entre 0y 6.
b) Sinadie tiene cero conexiones, todos los niimeros estdn entre 1y 7.

En ambos casos hay ocho estudiantes y solo siete valores posibles. Dos valores coin-
ciden. Es una propiedad de los grados de un grafo simple no dirigido; por eso era im-
portante exigir que el seguimiento fuera mutuo.

Consejo de profe. Cuando leas «demuestra que existen dos», pregliintate si puedes
agrupar los objetos de una manera 1til. Y distingue garantia de probabilidad: aqui no
necesitamos que las elecciones sean al azar ni que las cajas sean igual de frecuentes.

4.4. ESTRATEGIAS ALGEBRAICAS

Las letras permiten escribir relaciones que sirven para muchos casos. La dificultad suele em-
pezar antes de operar: elegir qué representa cada letra y traducir correctamente lo que nos
cuentan. Una ecuacion perfectamente resuelta puede contestar a una pregunta distinta si el
planteamiento estaba mal.

Problema inicial: El altavoz compartido y las cuatro personas extra

Un grupo va a alquilar un equipo de sonido por 96 euros, a repartir en partes iguales.
Si se apuntaran cuatro personas mds, cada una pagaria 4 euros menos.

;Cudntas personas habia al principio? El precio total no cambia y todo el mundo paga
la misma cantidad. Esta vez el problema no incluye al amigo que dice «mafiana te hago
la transferencian.
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4.4.1. TRADUCIR EL TEXTO Y PONER CONDICIONES A LAS LETRAS

Definicion

Modelizar algebraicamente consiste en representar los datos y las condiciones de
una situacion mediante variables, expresiones, ecuaciones o desigualdades.

El dominio de una variable indica qué valores puede tomar: por ejemplo, enteros po-
sitivos si cuenta personas, o reales positivos si representa una longitud.

Propiedades

| r

Antes de resolver una ecuacion, deja claras estas decisiones:

1. Escribe qué representa cada letra y en qué unidades.

2. Anota sus restricciones: positividad, valores enteros, denominadores distintos de
cero o raices definidas.

3. Traduce cada relacion por separado. «Cuatro personas mdas» cambia el nimero de
personas; «cuatro euros menos» cambia la aportacién individual.

4. Al terminar, comprueba los resultados en el enunciado original y explica qué signi-
fican.

Una letra bien elegida puede ahorrarte varias ecuaciones.

a) Traducimos. Sea 7 el nimero inicial de personas, con n entero positivo. Al princi-
pio cada una pagaria 96/ n euros; con cuatro mds, pagaria 96/ (n +4). La diferencia

de las aportaciones es 4.
96 96

n n+4

b) Resolvemos. Como 7 > 0, podemos multiplicar por n(n + 4), que no es cero.
96(n+4)—-96n=4n(n+4)
Simplificando y llevando todo al mismo miembro:
n*+4n-96=0 < (n-8)(n+12)=0

Obtenemos n = 8 o n = —12. El segundo valor no puede representar un nimero de
personas.

¢) Comprobamos. Habia ocho personas: cada una pagaria 12 euros. Con doce per-
sonas, cada una pagaria 8 euros, exactamente cuatro menos.

La comprobacién devuelve las letras a la situacion que queriamos entender y confirma
que la respuesta es coherente.
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4.4.2. RECONOCER ESTRUCTURAS ANTES DE DESARROLLAR

En ocasiones no necesitamos conocer todas las incognitas. Basta con encontrar una expre-
sién que utilice los datos disponibles. Antes de abrir paréntesis, mira si reconoces alguna
estructura.

Propiedades

Estas identidades son especialmente ttiles para reorganizar informacién:

a’—b*=(a-Db)(a+Db)

a*+b* = (a+b)*-2ab
xy+x+y+1=(x+1(y+1)
2 +2ax+a® = (x+a)?®

Se pueden leer en ambos sentidos: desarrollar sirve para sumar términos; factorizar
sirve para reconocer productos y restricciones.

Dos clips duran a 'y b segundos, con a, b > 0. Sabemos que sus duraciones suman 20y
que su producto es 96. Nos piden calcular a? + b?.

La identidad del cuadrado de una suma conecta exactamente esas tres cantidades:
a’+b* = (a+b)>-2ab=20>-2-96 =208

El resultado es 208 segundos cuadrados. Es una combinaciéon matemaética de las
duraciones, no una nueva duraciéon de video. Si quisiéramos conocer los valores
individuales, serian 8 y 12 segundos, pero no ha sido necesario encontrarlos.

Qué conviene aprender. Mira primero la expresion que te piden. A veces los datos
encajan directamente en una identidad.

4.4.3. FACTORIZAR PARA ENCONTRAR TODAS LAS POSIBILIDADES

Si buscamos soluciones enteras y conseguimos transformar una ecuacion en un producto
igual a un namero fijo, podemos estudiar los divisores de ese niimero. Asi sustituimos un
tanteo interminable por una lista finita que si podemos revisar completa.

Un collage tiene x columnas e y filas de fotos, con x, y enteros positivos. Afiadimos
una fila de x fotos arriba y una columna de y fotos a la derecha. La esquina superior
derecha queda vacia. En total hemos colocado 35 fotos. Buscamos todas las dimen-
siones posibles del bloque inicial.

El recuento nos da
xXy+x+y=35
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La imagen sugiere anadir la foto que falta en la esquina. Al hacerlo, obtenemos un
rectangulo completo:

Xy+x+y+1=36 — (x+1)(y+1)=36

La esquina que convierte una suma en un producto

Cada unidad representa una foto. Esquema simbdlico; no esta a escala.

J / La esquina que falta
+1

z fotos nuevas
Sin la esquina:

zy+zr+y=35

1Y

L Afadimos una foto:
fotos iniciales

(z+1)(y+1) =36

y fotos nuevas

x columnas
Completar la figura ayuda a reconocer la factorizacion.

Como x, y = 1, ambos factores son enteros mayores o iguales que 2. Si primero busca-
mos los casos con x < y, las parejas posibles de factores son
(2,18), (3,12), 4,9), (6,6)
Por tanto, los bloques iniciales tienen dimensiones
(x,y)=0Q1,17), (2,11), (3,8), (5,5)

También sirven las tres parejas con distinto orden: (17,1), (11,2) y (8,3). Son siete
soluciones ordenadas, o cuatro formatos si consideramos iguales los que solo se
diferencian en un giro.

No hemos omitido casos: hemos revisado todas las parejas de divisores positivos de

36 compatibles con x, y = 1. Una sola foto extra ha convertido una suma incéomoda en
un producto.

4.4.4. COMPLETAR CUADRADOS PARA JUSTIFICAR UN MAXIMO

Proposicion 2: Producto maximo con suma fija

Si x, y son reales no negativos y x + y = s, entonces

<S2
Xy < —
y 4

La igualdad se alcanza si y solo si x = y = s/2.
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Demostracion

El cuadrado de cualquier niimero real es no negativo. Por tanto,
0= (x—y)2 = (x+y)2 —4xy= 2 —4xy

Despejando obtenemos xy < s?/4. Para que haya igualdad, el cuadrado inicial debe
ser cero, lo que equivale a x = y. Junto con x + y = s, eso obliga a que ambos valgan
s/2.

En una actividad del instituto delimitamos una zona rectangular con 40 metros
de cinta para sus cuatro lados. Queremos que tenga la mayor superficie posible.
Suponemos que no hay obstdculos y que las longitudes pueden ser cualesquiera
reales positivos.

Silos lados miden x e y metros, 2x + 2y =40, luego x + y = 20. La superficie es A = xy.
Sustituyendo y = 20 — x,

A=x(20-x) =100 - (x — 10)?

Como el cuadrado es no negativo, A < 100. La cota se alcanza con x = y = 10, por lo
que la zona 6ptima es un cuadrado de 10 metros de lado y 100 metros cuadrados de
supertficie.

Probar algunos rectdngulos habria sugerido el resultado. El cuadrado que hemos res-

tado demuestra que ninguno puede superarlo, y dar las dimensiones demuestra que
el maximo si puede alcanzarse.

4.4.5. CAMBIAR DE VARIABLE PARA SIMPLIFICAR LO QUE SE REPITE

Un cambio de variable consiste en dar un nombre nuevo a una expresion para trans-
formar el problema en otro mds sencillo. Hay que conservar sus restricciones y, al ter-
minar, recuperar los valores de las variables originales.

Buscamos los nimeros reales x > 0 que cumplen

1
2
X+—==7
X2

Observamos que esos términos aparecen al elevar x + 1/x al cuadrado. Hacemos el
cambio ¢t = x+1/x. Como x > 0, también ¢ > 0.

1\? 1
tzz(x+—) =x*+2+—=9
X X
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Asi, t = 3; descartamos ¢ = —3 por la condiciéon ¢ > 0. Ahora volvemos a x:

1

X+—=3 — % —-3x+1=0
X
Las soluciones son
3+v5 3-v5
X = (0] X =
2 2

Ambas son positivas y cumplen x + 1/x = 3. Al elevar esta igualdad al cuadrado recu-
peramos x> + 1/x? = 7, de modo que las dos satisfacen la ecuacién original.

4.4.6. INO PERDER SOLUCIONES NI ACEPTAR INTRUSAS

a) Dividir por algo que podria ser cero. Consideremos
x(x—=3)=2(x-3)

Si dividimos directamente por x — 3, obtenemos x = 2, pero hemos supuesto sin
avisar que x # 3. Factorizando se ve todo:

(x-3)(x-2)=0

Las soluciones son x = 3 y x = 2, y ambas cumplen la ecuacion inicial. Si optamos
por dividir, primero hay que estudiar por separado el caso x = 3.

b) Elevar al cuadrado puede anadir candidatos. En la ecuacion
Vi+2=x

la raiz esté definida para x = —2, y su valor no negativo obliga ademaés a que x = 0.
Al elevar al cuadrado obtenemos

x+2=x° — (x—=2)(x+1)=0

Los candidatos son 2 y —1. El segundo no cumple x = 0 ni la ecuacion original. La
Unica solucion es x = 2, pues Va=2.

Una transformacion puede ser ttil sin ser reversible en todos los casos. Las condicio-
nes y la comprobaciéon forman parte de la resolucién, aunque la calculadora tenga
mucha confianza.

Consejo de profe. Antes de llenar media pdgina de cuentas, pregintate: «;Me con-
viene factorizar, completar un cuadrado o dar otro nombre a una expresion?». Y al
terminar, escribe una frase con la respuesta a la pregunta original. Un valor de x sin
interpretar puede dejar la historia a medias.
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4.5. PROBLEMAS MIXTOS DE OLIMPIADAS

Lees el enunciado. Lo vuelves a leer. Miras el papel y el papel te mira a ti. Mientras tanto,
alguien ya ha escrito tres lineas y tu cerebro propone una estrategia muy concreta: meren-
dar. Si te ha pasado algo parecido, bienvenido o bienvenida: no ver la solucién al principio
forma parte de resolver problemas. Un problema de olimpiada estd pensado para que
tengas que buscar el camino, no para que reconozcas una férmula y la apliques en modo
automatico.

Hasta aqui hemos entrenado herramientas por separado. Ahora mezclaremos experimen-
tacion, juegos, invariantes, recuentos y dlgebra. El enunciado no llevara un cartel que diga
«se resuelve con el apartado 4.3». Nuestra primera tarea serd decidir qué herramienta puede
ayudarnos.

Propiedades

Un guion para empezar, incluso cuando no sabes empezar.

1. Traduce la pregunta. Escribe con tus palabras qué datos tienes, qué esta permitido
y qué debes demostrar. No es lo mismo encontrar un ejemplo que describir todos
los casos.

2. Haz pequeiio el problema. Cambia mil fichas por cuatro, dibuja un esquema o pre-
para una tabla. Anota también los intentos que fallan: pueden sefialar una condi-
cion importante.

3. Busca una estructura. Preguntate qué cambia y qué permanece igual. Si hay tur-
nos, estudia el final de la partida; si hay muchos objetos y pocas categorias, piensa
en el palomar; si aparecen productos y sumas, prueba a reorganizarlos.

4. Intenta desmontar tu idea. Busca un contraejemplo pequefio o una respuesta in-
comoda del rival. Diez partidas ganadas sugieren una estrategia; todavia no de-
muestran que funcione siempre.

5. Escribe por qué funciona. Justifica todos los casos, comprueba las restricciones y
responde a la pregunta inicial. Si solo has resuelto una parte, distingue lo demos-
trado de lo que atin es una conjetura.

\.

Cuando aparezca el «no sé hacerlo». Para un momento, respira con calma y cambia
esa frase por una tarea pequeiia: «Voy a entender una jugada» o «Voy a probar el caso
de cuatro fichas». No necesitas tener la solucion completa para dar el siguiente paso.

Si llevas varios minutos repitiendo las mismas cuentas, cambia de representacién o
deja escrita una pregunta concreta para retomarla. En clase puedes pedir una pista so-
bre ese atasco. El ritmo de quien se sienta a tu lado no mide lo que ti puedes aprender.
Y una solucién publicada suele mostrar el camino ya limpio: no vemos los tachones
que cost6 encontrarlo. Aqui también se aprende tachando con fundamento.

\

Dos visitas a la olimpiada. Los siguientes problemas proceden de materiales de fase local
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difundidos por Preparamates y por la Universidad de C4diz. Conservamos sus reglas y desa-
rrollamos la explicacion paso a paso. El primero es un juego de transformacion, sin adversa-
rio; el segundo exige responder a otra persona. En ambos, experimentar ayuda a descubrir
una idea que después habra que justificar.

Adaptacion diddctica del problema 2 de la fase local de la OME de 2023, recogido en
Preparamates.

En una pizarra aparecen 1,2,...,n, con n = 3. Una jugada consiste en elegir dos en-
tradas distintas y aumentar ambas en el mismo entero positivo. Podemos repetir ju-
gadas y elegir un incremento diferente cada vez. Queremos saber para qué valores de
n podemos conseguir que todas las entradas sean iguales. «Distintas» se refiere a sus
posiciones: se pueden elegir dos entradas que ya tengan el mismo valor.

a) Probamos antes de sacar conclusiones. Con tres entradas funciona: primero au-
mentamos en 1 la primera y la tercera, y después en 2 la primera y la segunda.

(1,2,3) — (2,2,4) — (4,4,4)

Con cuatro también: aumentamos en 1 las entradas que valen 1y 3, y después en
2 las dos que valen 2.

(172’3)4) - (272)4)4) - (4) 4)4)4)
Dos éxitos animan, pero no autorizan a escribir «siempre».

b) Buscamos un obstaculo. Cada jugada aumenta la suma total en 2k, donde k
es el incremento elegido. Por tanto, la paridad de la suma no cambia. Con seis
entradas, la suma inicial es 21, impar; si todas terminaran valiendo M, su suma
seria 6 M, par. Imposible. La pizarra no se arregla insistiendo més fuerte.

La misma dificultad aparece cuando n = 44 + 2. En efecto,

nn+1)
1+2+--~+n:T:(2q+1)(4q+3)

Esta suma es impar, mientras que nM seria par. Hemos demostrado una imposi-
bilidad, pero atin debemos construir una soluciéon para los demas valores.

¢) Si n es multiplo de cuatro, fabricamos parejas. Agrupamos las entradas impares
en parejas: (1,3), (5,7), y asi sucesivamente. Hay un nimero par de impares, de
modo que ninguno queda suelto. Aumentamos en 1 las dos entradas de cada
pareja. Entonces cada valor par 2,4, ..., n aparece exactamente dos veces.

Para cada pareja de valor v < n, sumamos n — v a sus dos entradas. La pareja que
ya vale n se deja quieta. Todas terminan valiendo 7, con jugadas permitidas.

d) Si n es impar, usamos una entrada de apoyo. Sefialamos la entrada que inicial-
mente contiene n. Para cada impar 1,3,...,n — 2, hacemos una jugada: aumenta-
mos en 1 esa entrada impar y la entrada sefialada. Asi, las otras entradas quedan
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emparejadas: 2,2,4,4,...,n—1,n— 1. La senalada recibe (n —1)/2 incrementos y
acaba valiendo

T=n+——0
2

Como T > n -1, podemos elevar cada pareja de valor v hasta T, sumando T — v a
sus dos entradas. Ahora todas coinciden, incluida la sefialada.

La clasificaciéon completa, para n =3, es

Es posible siysolosin#2 (mod 4)

Qué hemos aprendido. Un invariante puede descartar casos; los casos que sobreviven
necesitan una construccion. «No encuentro un impedimento» no equivale a «ya he
demostrado que se puede».

Version diddctica del problema de las 4030 banderitas, incluido en el archivo de
resoluciones de 2015 de la UCA.

Un poligono regular tiene 4030 vértices inicialmente vacios. En cada turno, quien jue-
ga elige dos vértices libres y coloca una bandera roja en uno y una blanca en el otro. Ay
B se alternan hasta llenar el poligono. A quiere que al final haya tres vértices consecu-
tivos con banderas del mismo color; B quiere impedirlo. El dltimo vértice y el primero
también son consecutivos. Demostraremos que B puede garantizar su objetivo, em-
piece quien empiece.

a) Reducimos el dibujo. Empezamos con ocho vértices, numerados alrededor del
poligono, y fijamos estas parejas:

(1,2), (3,4), (5,6), (7,8

Cada grupo de tres vértices consecutivos contiene una pareja completa, también
si pasa del 8 al 1. Por ejemplo, 8, 1,2 contiene la pareja (1,2). Si cada pareja acaba
con colores distintos, ningun trio puede tener un unico color. Ya tenemos una
defensa mds concreta que «ir vigilando para que no pase nadan.

b) Fijamos lo que B quiere conservar. En el poligono original usamos las parejas
(1,2), 3,4), ..., (4029,4030)

B quiere dejar, después de cada uno de sus turnos, cada pareja completamente
vacia o completa con colores distintos. Al principio todas estdn vacias. Si empieza
B, coloca sus dos banderas en una misma pareja y cumple esa condicion.

c¢) Respondemos a todas las opciones de A. Cuando A recibe el turno, solo puede
usar vértices de parejas vacias. Hay dos situaciones:

= SiA ocupauna pareja completa, sus colores ya son distintos. B ocupa otra pareja
vacia con sus dos colores, siempre que queden vértices libres.
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= Si A toca dos parejas diferentes, B completa ambas colocando en cada una el
color contrario al que puso A. Por ejemplo, si A pone blanca en 1 y roja en 6, B
pone roja en 2y blanca en 5.

En el segundo caso, B coloca exactamente una roja y una blanca, en dos vértices
libres. Su respuesta es legal y recupera la condicién que queria conservar.

d) Comprobamos también el final. Si A llena los dos ultimos vértices, estos perte-
necen a la tinica pareja que quedaba vacia, asi que recibe dos colores distintos. Si
B realiza la dltima jugada, deja todas las parejas completas con colores distintos
por su propia estrategia. En ambos casos, cualquier trio consecutivo contiene una
pareja de colores distintos. Por tanto, B consigue su objetivo.

Qué hemos aprendido. Una estrategia ganadora debe explicar qué hacer ante cual-
quier respuesta del rival y por qué siempre se puede hacer. Aqui la clave es emparejar
y conservar una condicion, no dibujar 4030 vértices hasta que se acabe el boligrafo.

Consejo de profe. Cuando leas una solucion, tédpala y contesta: «;Qué observacion
abri6 el camino? ;Qué casos hubo que comprobar?». Después intenta contar la idea
sin repetir sus frases. Comprender una solucion es poder reconstruirla, aunque tu ex-
plicacion tenga otros dibujos, otras letras y algun tachon mas.
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EJERCICIOS

Aqui toca elegir herramientas: probar, organizar, buscar un invariante, mirar desde el final o
poner letras donde antes habia un pequeno lio. No todos los problemas necesitan la misma
llave.

Como trabajar. Antes de calcular, escribe qué buscas y qué condiciones debes respetar. Al
terminar, anade una frase que explique por qué tu respuesta funciona. Los primeros ejerci-
cios son de entrada; los ultimos requieren combinar ideas. Distribuiremos esta préctica en
varias sesiones: esto es un entrenamiento, no una carrera de obstaculos con cronémetro y
musica dramatica.

Ejercicio 1 — Una mesa mads, pero no cuatro sillas mas

Para una merienda solidaria colocamos mesas cuadradas en una unica fila recta. En
cada lado libre cabe una persona; en los lados donde dos mesas se tocan no puede
sentarse nadie. Tampoco se ocupan las esquinas: bastante tenemos con compartir las
patatas.

a) Dibujalos casos de 1, 2, 3 y 4 mesas y anota cuantas personas caben.

b) Propén una férmula para n mesas y justificala contando los lados libres, no solo
mirando la tabla.

c) Determina el menor ntimero de mesas necesario para sentar a 28 personas.

\ J

Ejercicio 2 — El descuento que no vuelve por donde vino

En un video alguien afirma: «Si una tienda rebaja un precio un 20 % y después lo sube
un 20 %, vuelve al precio inicial». La seguridad con la que lo dice es impresionante. La
cuenta, ya veremos.

a) Comprueba la afirmaciéon con unas zapatillas de 100 euros. ;Basta ese resultado
para refutar lo que afirma el video?

b) Sea P > 0 el precio inicial y sea p un porcentaje con 0 < p < 100. Expresa el precio
después de una rebaja del p % seguida de una subida del p %, aplicada al precio
rebajado. Decide si queda por debajo, por encima o igual que al principio.

,
\
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Ejercicio 3 — El estudio de grabacion estd muy solicitado

Para grabar los pédcast de una jornada del instituto se ofrecen seis franjas horarias.
Cada equipo solicita exactamente una franja y pueden coincidir tantas solicitudes co-
mo sea necesario.

a) Llegan 41 solicitudes. ;Cudl es el mayor ntimero de solicitudes que puedes asegu-
rar que tendrd, como minimo, alguna franja? Justifica que no puedes garantizar
una méas.

b) ;Cudntas solicitudes hacen falta, como minimo, para garantizar que alguna franja
reciba al menos nueve? Explica también por qué una solicitud menos no basta.

Ejercicio 4 — Un reel con solo dos piezas

| '
\

Un editor muy sencillo construye una animacién con dos piezas: A, que dura un se-
gundo, y B, que dura dos segundos. Puedes repetirlas y colocarlas en cualquier orden,
sin solapamientos ni pausas. Dos montajes son distintos si cambia la secuencia de
letras; por ejemplo, ABy BA cuentan por separado.

a) Organiza una tabla con el nimero F(n) de montajes de duracién exacta n, para
n=1,2,...,6. Considera F(0) = 1: hay una unica secuencia vacia.

b) ;Cudntos montajes duran exactamente ocho segundos? Justifica una relacién en-
tre F(n), F(n—1) y F(n—2), distinguiendo como termina el montaje.

| r
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Ejercicio 5 — Llegar al 36: lee la letra pequeiia

Dos personas juegan con un contador que empieza en 0. En cada turno hay que sumar
1, 2, 3 0 4, sin superar 36. No se puede pasar.

a) Gana quien llega a 36. ;Prefieres empezar o jugar en segundo lugar? Da una estra-
tegia que funcione frente a cualquier respuesta legal del rival.

b) Ahora pierde quien llega a 36. ;Mantienes tu elecciéon? Explica como cambia tu
estrategia. Leer las reglas también es una habilidad matemaética; aqui sale espe-
cialmente rentable.

| r
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Ejercicio 6 — Las galletasy el poder del espejo

Hay dos bandejas con 8 y 5 galletas. En cada turno se retira una cantidad positiva de
una sola bandeja, hasta vaciarla si se desea. Gana quien retira la ultima galleta. Para las
pruebas podéis usar tapones: las galletas reales tienen tendencia a desaparecer fuera
de turno.

a) Encuentra una primera jugada ganadora y explica como responderias después a
cualquier jugada rival.

b) Sise empieza con 6 galletas en cada bandeja, ;quién puede garantizar la victoria?
Justifica que sus respuestas siempre serdn legales.

~
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Ejercicio 7 — Un panel LED bastante cabezota

Un panel tiene 4 x 4 luces, inicialmente apagadas. Cada pulsacién cambia el estado de
exactamente dos luces que comparten un lado: las encendidas se apagan y las apaga-
das se encienden. Se permite repetir una pulsacion.

a) ;Es posible acabar con exactamente cinco luces encendidas? Busca algo que se
conserve en todas las pulsaciones.

b) ;Y con solo las cuatro esquinas encendidas? Si es posible, describe una secuencia
concreta. Que un objetivo no esté descartado por tu invariante todavia no demues-
tra que se pueda alcanzar.

Ejercicio 8 — Pixel art con cuentas de colores

| ’
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Para un mercadillo se preparan dos dibujos cuadrados con cuentas de colores: uno
tiene a cuentas por lado y otro b, con a > b = 1 enteros. Ambos cuadrados estdn com-
pletamente rellenos y el mayor contiene exactamente 45 cuentas mds que el menor.

a) Encuentra todas las parejas posibles (a, b). Organiza la bisqueda para poder ase-
gurar que no falta ninguna.

b) Elige la pareja que gastaria el menor ntimero total de cuentas e indica cudntas
necesitarias.

Ejercicio 9 — Un huerto con pared de regalo

En un proyecto de huerto urbano se delimita una zona rectangular contra una pared
recta. La pared cierra un lado y disponemos de 24 metros de valla para los otros tres.
La pared es suficientemente larga; se usa toda la valla y no hay que descontar ninguna
puerta.

a) Llama x a cada lado perpendicular a la pared. Expresa el otro lado y el 4rea en
funcién de x. ;Qué valores de x tienen sentido?

b) Encuentralas dimensiones que dan el d&rea mdxima y demuestra que ninguna otra
eleccion mejora el resultado, sin usar derivadas.

~
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Ejercicio 10 — Un filtro de formatos con un pequeiio fallo

En un taller de edicién programamos un filtro experimental. Si un video tiene anchura
w > 0y altura h > 0, llamamos r = w/h a su proporcion. El filtro acepta los formatos

que cumplen
2,117
2 4
Un compafiero propone: «Entonces r + 1/r = V17/2, y listo». La frase y listo merece
una revision.

a) Localiza el error y encuentra todos los valores positivos de r que acepta el filtro,
mediante un cambio de variable.

b) Siademas exigimos formato horizontal, w > h, ;cudl se conserva? Da unas dimen-
siones posibles en pixeles y comprueba la condicion inicial.
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